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RESUMEN

En este trabajo se presenta un metodo para la obtencion de los parametros que
caracterizan la distribucion de indices de refraccion (GRIN) en cristalinos
humanos, a partir de mediciones de la trayectoria de un rayo de luz antes y
después de atravesar el cristalino. Estas mediciones pueden ser obtenidas de
un experimento sencillo. Se plantea formalmente el problema a resolver como
un problema de optimizacién, se describen sus particularidades y se desarrollan
las férmulas que se usan en la implementacién del método. Se compararon
varias vias para realizar el calculo eficiente de la trayectoria de la luz a través del
cristalino, obteniéndose que el uso del esquema de paso adaptativo Runge-
Kutta-45 para la resolucion de la ecuacion diferencial que surge del principio de
Fermat, es la via méas eficiente. Para resolver el problema de optimizacion se
usaron los algoritmos de busqueda local SIMPLEX (Nelder-Mead) y quasi-
Newton (BFGS: Broyden-Fletcher-Goldfarb- Shanno) combinados con el de
busqueda global BASIN-HOPPING. Para evaluar el método se us6 como caso
de estudio un modelo de GRIN biparabdlico y se simularon mediciones con
distintos niveles de error. También se analiz6 la influencia del niumero de
mediciones a tener en cuenta. Para errores en las mediciones (puntos y
pendiente de salida del rayo en la superficie posterior del cristalino) con
desviacién estandar menor que 10 2 se obtuvieron errores en la reconstruccion
del GRIN menores que 10 2. A partir de 60, el nimero de mediciones a tener en
cuenta no influyé notablemente en la reconstruccion del GRIN.

Palabras Claves: Grin, cristalinos, métodos de reconstruccion.
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ABSTRACT

This paper presents a method for obtaining the parameters that characterize the
distribution of refractive indices (GRIN) in human lenses, from measurements of
the path of a light ray before and after passing through the lens. These
measurements can be obtained from a simple experiment. The problem to be
solved is formally stated as an optimization problem, its particularities are
described and the formulas used in the implementation of the method are
developed. Several ways to perform the efficient calculation of the path of light
through the crystalline lens were compared, obtaining that the use of the Runge-
Kutta-45 adaptive step scheme for the resolution of the differential equation that
arises from Fermat's principle, is the more efficient way. To solve the optimization
problem, the local search algorithms SIMPLEX (Nelder-Mead) and quasi-Newton
(BFGS: Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) were used combined with the global
search algorithm BASIN-HOPPING. To evaluate the method, a biparabolic GRIN
model was used as a case study and measurements with different levels of error
were simulated. The influence of the number of measurements to be taken into
account was also analyzed. For errors in the measurements (points and slope of
the beam output on the posterior surface of the crystalline lens) with a standard
deviation of less than 10 -3, errors in the GRIN reconstruction of less than 10 -2
were obtained. After 60, the number of measurements to be taken into account
did not significantly influence the reconstruction of the GRIN.

Keywords: Grin, crystalline, methods of reconstruction.
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INTRODUCCION

En cuanto a la funcién visual del ser humano aporta mas del 85% de la
informacion obtenida por los 6rganos de los sentidos, es parte fundamental en la
fisiologia de los seres humanos; es un proceso de informacién muy complejo que
se emplea para interpretar lo que se observa a través de los ojos, para
equilibrarse con la gravedad, para conducir las manos, pies, y cuerpo en general,
relacionarlos con el entorno y orientarse en el espacio (Graue Wiechers, 2014).

Segun el Informe Mundial sobre la vision presentado en el 2020, por el director
general de la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), el Dr. Tedros Adhanom
Ghebreyesus, mas de mil millones de personas en todo el mundo viven con
deficiencia visual porque no reciben la atencion que se necesita para afecciones
como la miopia, la hipermetropia, el glaucoma y las cataratas (Organizacion
Mundial de la Salud, 2020).

De manera que el informe, puso de manifiesto que el envejecimiento de la
poblacion, los cambios en los estilos de vida y el acceso limitado a la atencién
oftalmologica, en particular en los paises de ingresos bajos y medios, son
algunos de los principales factores que impulsan el aumento del nimero de

personas con deficiencia visual.

Las regiones de ingresos bajos y medios del Africa Subsahariana Occidental y
Oriental y de Asia Meridional tienen tasas de ceguera ocho veces superiores a

las de todos los paises de ingresos altos.

En el afilo 2002 se calcul6 que alrededor de 180 millones de personas en el
mundo sufrian algun tipo de discapacidad visual, de los cuales, una cuarta parte
eran ciegos. Ademas, se estim6 que para el 2020 este numero se duplicaria
llegando asi, a una situacion critica humana (Organizacion Mundial de la Salud,
2020).



De acuerdo a estudios estadisticos, el 80% de los casos de ceguera son
evitables. El 20% de estos, porque derivan de enfermedades que se pueden
prevenir y el 60% restante porque son casos tratables con buen prondstico.

Para la Organizacién Mundial de la Salud (2020): “La salud es un estado de
completo bienestar fisico, mental y social y no solamente la ausencia de
afecciones o0 enfermedades”, definicion que encierra la consideracion del
derecho humano a la salud como de gran alcance determinante de la vida

misma.

Por consiguiente, en la Constitucion de la Republica de Ecuador dispone en su
articulo 32 que: la salud es un derecho que garantiza el Estado, cuya realizacion
se vincula al ejercicio de otros derechos, entre ellos el derecho al agua, la
alimentacion, la educacion, la cultura fisica, el trabajo, la seguridad social, los
ambientes sanos y otros que sustentan el buen vivir (Constitucion de la
Republica del Ecuador, 2008).

En realidad, Ecuador al estar ubicado en la linea ecuatorial, el pais posee un alto
riesgo de contraer diversas enfermedades visuales, ya que la luz solar como la

resequedad afecta notablemente a la vista.

Uno de los principales problemas es la radiacion ultravioleta, que se refiere a la
degeneracion macular relacionada con la edad. La macula es la parte central de
la retina, donde se tiene la visibn mas exacta. Es la que se utiliza, por ejemplo,
para leer, segun estudios el 30% de las personas mayores de 65 afios que viven
en Ecuador tiene problema de mécula, tres veces mas que en un pais europeo.
Aunque los sintomas no se manifiestan de forma inmediata, se presentan
algunos puntos ciegos en la vista, vision borrosa y dificultad para distinguir

lineas, letras y rostros.

Otro agente importante que afecta es el clima ecuatoriano es extremadamente
seco, sobre todo en la Sierra, donde el 50% de la capa lagrimal se evapora. Esto

hace que las personas sean mas propensas a tener queratocono. Se trata de



una enfermedad degenerativa donde la cornea que normalmente es redonda, se

vuelve mas fina y desarrolla una protuberancia en forma de cono.

Existen investigaciones relacionadas con enfermedades visuales como: Déficit
visual y nivel de educacion realizado, se investigd si existe una relacion entre el
nivel educativo de la poblacién en estudio y el déficit visual de la misma (Castro
et al., 2010).

El trabajo Prevalencia y factores de riesgo de errores refractivos sub corregidos
entre adultos, concluyd que los errores refractivos no corregidos estaban

asociados a un bajo nivel educativo (Argento, 2008).

Asimismo, en los trabajos Prevalencia de cegueray baja visidbn en una poblacion
italiana: una comparacion con otros estudios europeos, de Cedrone vy

colaboradores (Jones, Atchison, Meder, & Pope, 2005).

Cambios anatdmicos y patologicos basados en la tomografia 6ptica coherente
en el tratamiento del edema macular diabético con laser ND: YAG Subumbral de
doble frecuencia. Todos estos trabajos mencionados conforman los

antecedentes de esta investigacion (Jones & Pope, 2004).

Actualmente se realizan trabajos encaminados al desarrollo de un modelo
biofisico del ojo humano. Dicho modelo tiene como objetivo ser un medio de
aprendizaje para futuros practicantes de la oftalmologia, asi como servir para
estudiar los efectos causados por procedimientos quirdrgicos, en particular la

cirugia refractiva y la implantacion de lentes intraoculares.

De hecho, un modelo constituye una representacion o abstraccion de la realidad.
Entre los diferentes tipos de modelos se pueden mencionar los anal6gicos,

fisicos, graficos, esquematicos y matematicos.

Consideramos que la modelacion matematica es un intento de describir alguna

parte del mundo real en términos matematicos. Modelos matematicos han sido

3



construidos en todas las ciencias tanto fisicas, como biolégicas y sociales. Los
elementos que lo componen son tomados del célculo, el algebra, la geometria 'y

otros campos afines.

Es natural que los modelos mateméaticos sean modelos de analogia incompleta,
es decir, que reflejan solamente algunas propiedades del objeto modelado. A la
vez, los modelos matematicos se caracterizan por una suficiente generalidad,

describiendo una clase completa de objetos o fenédmenos.

Por otra parte, la creacion de modelos matematicos no requiere significativos
gastos materiales y la realizacion del propio proceso de modelacién con ayuda
de los modernos medios de computo permite efectuarla en un tiempo

relativamente pequefio.

El autor de esta investigacion considera que un modelo matematico se establece
un conjunto de relaciones (de igualdad y/o de desigualdad) definidas en un
conjunto de variables que reflejan la esencia de los fendbmenos en el objeto de
estudio. Formalmente un modelo matematico M es una estructura, donde R es

el conjunto de las relaciones y V el conjunto de las variables.

En esta investigacion se pretende contribuir al desarrollo del modelo biofisico del
ojo humano, concretamente con la implementacion de un método para la
obtencion de los parametros que caracterizan la distribucion del indice de
refracciobn en el cristalino de los humanos, que tiene una estructura GRIN
(Gradientindex), a partir de mediciones experimentales del trayecto de un rayo
de luz (Gullstrand, 1924).

De hecho, el cristalino se desarrolla a partir de la vesicula del cristalino, este es
un derivado del ectodermo superficial. La pared anterior de esta vesicula se
convierte en el epitelio del cristalino. Los ndcleos de las células que forman la
pared posterior de la vesicula del cristalino se disuelven, luego se alargan
considerablemente para formar células epiteliales muy transparentes, éstas son

las fibras primarias del cristalino.



A medida que estas fibras crecen de manera gradual se van cerrando la cavidad
de las vesiculas del cristalino. El borde del cristalino es conocido como zona o

region ecuatorial, ya que se localiza en el medio del cristalino.

El autor de la tesis considera que la compresiéon de los procesos fisiologicos y
fisicos que se suscitan para que este fendmeno se dé resulta primordial para el
entendimiento de la patologia, su afectacion a la calidad de vida de la persona,

y el porqué de su manejo.



CAPITULO |
CONTEXTUALIZACION DEL PROBLEMA
Uno de los problemas de salud mas frecuentes a nivel mundial son los
relacionados con la vision. Estos van desde la simple perdida de agudeza visual,
corregible con espejuelos graduados, hasta padecimientos que son tratados

quirdrgicamente.

1.1 Planteamiento del problema
Para comprender plenamente el problema es necesario tener algun
conocimiento de la anatomia y fisiologia del ojo, con relacion a la estructura y

funcion del ojo.

El globo ocular que por su forma es denominado asi o0 mas comun llamado ojo
tiene forma casi esférica y un diametro de 2,5 centimetros, que esta compuesto
por tres capas (Riordan-Eva & Whitcher, 2009):

e Esclerdtica o capa exterior;

e Coroides o capa media;

e Retina o capa interna

La capa exterior o esclerética es blanca y opalescente, excepto en su parte
central, que es transparente y se llama cérnea. La luz es transmitida al ojo por

medio de la cérnea (Benjamin, 1980).

La capa media o coroides contiene los vasos sanguineos del 0jo, justo detras de
la cérnea, el coroides se vuelve visible y se llama iris, teniendo la pupila en el
centro. Directamente detras del iris esta la lente cristalina, que capta la luz
cuando pasa por la pupila y la enfoca en la retina. Alrededor del cristalino, el
coroides se forma en unos pliegues conocidos como procesos ciliares, que
contienen en su interior al musculo ciliar. Este musculo esta conectado con el
cristalino por medio de un pequefio ligamento, de modo que la accion del
musculo ciliar puede controlar la contraccion y expansion del cristalino
(Benjamin, 1980).



La capa interna o retina, es en realidad una continuacion del nervio éptico (que
estad situado en la parte posterior del 0jo); es extremadamente delgada y
delicada, y por ella entran las imagenes de los objetos externos en el campo de

vision (Benjamin, 1980).

Teniendo en cuenta esto, es facil seguir el proceso real de la vista, que es el
siguiente: los rayos de luz pasan por la cornea, los rayos externos son detenidos
por la pupila, y sélo los rayos centrales restantes entran realmente en el ojo.
Estos pasan por el cristalino, que al ser de forma convexa los hace converger en
la retina, produciéndose como resultado una imagen invertida. La imagen es
transmitida por el nervio Optico hasta el cerebro, y asi se produce la vision
(Benjamin, 1980).

De acuerdo a las estadisticas de la OMS, 2020 se estima que mas de 161
millones de personas estaban visualmente discapacitados en el afio 2004 y mas
de 37 millones estaban ciegos. El 82% tenian mas de 50 afios y el 90% vivia en

areas desarrolladas del planeta (Organizacion Mundial de la Salud, 2020).

La OMS, 2020 menciono cinco razones principales para la ceguera: catarata,
tracoma, oncocercosis, ceguera congeénita y errores refractivos. La distribucién
geografica de las alteraciones visuales es compleja y sus etiologias varian de un
lugar a otro, por ejemplo, algunos estudios han demostrado que la mayoria de
las causas comunes de discapacidades visuales y ceguera ocurridas en la India
y en algunos otros paises desarrollados son la Retinosis Pigmentaria y
Anormalidades del Nervio 6ptico y de ellos el 64% se deben a anormalidades

congénitas o genéticas (Organizacién Mundial de la Salud, 2020).

En la regién Sierra Centro del Ecuador, en la Provincia de Chimborazo se
determind que la emanacion constante de ceniza volcanica, del volcan
Tungurahua, que influye en la irritacion conjuntival y en la composicién de la

pelicula lagrimal, esto se lo podria vincular como factor de riesgo.



El autor de esta investigacion considera que la baja vision y el déficit visual son
considerados problemas que afectan la salud publica en todo el mundo. Esta
condicién tiene impactos sociales y econdémicos severos no solo en los individuos

y sus familias sino en toda la sociedad.

En realidad, hemos encontrado pocas referencias de estudios realizados que
tengan como objetivo determinar modelo biofisico del ojo humano,
concretamente con la implementacion de un método para la obtencion de los
parametros, razon por la cual este estudio es de gran importancia para transpolar

hacia la atencion oftalmolégica a nivel nacional.

1.2 Delimitacion del problema

Diversos estudios poblacionales muestran que la pérdida de la vision es la
discapacidad mas temida de alta connotacion social. El sentido de la vision es
inherente a todas las actividades del ser humano, este 6rgano receptor llamado
globo ocular transmite por medio de sefales eléctricas al cerebro informacion de
la forma, color y tamafio de las cosas que nos rodean, por medio de este sentido
se permite el desarrollo del hombre en la sociedad y por supuesto interviene en

la relacion e interaccion en el rol laboral.

En Ecuador una de las causas de incapacidad permanente esta relacionada con
lesiones oculares, asi lo confirma Organizacion Mundial de la Salud (2020), que
corresponde a un 13,8% del total de las discapacidades en el pais; ademas,
segun la clasificacion de dificultades permanentes el 28% estan relacionadas

con la vision, como dificultades para la distincion de luz, objetos y personas.

De hecho, el 95% de las personas de mas de 65 afios presentan un
enturbiamiento notable del cristalino, aunque no son raras las excepciones
individuales (Curbelo Cunill, 2007). El progresivo envejecimiento de la poblacion
ha aumentado su prevalencia y actualmente el Unico tratamiento eficaz y

reparador es la cirugia (Boyd, 2010).

De manera que toma importancia entonces el hecho de que al menos en nuestra

localidad, no se encuentra bien estudiada esta patologia, debido a la escasez de
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trabajos en torno a este problema. Por lo tanto, al ser una enfermedad que se
asocia a multiples factores de riesgo, la mayoria comunes a la poblacion, con
esta investigacion se pretende fundamentar el conocimiento sobre los dichos
factores presentes en los pacientes con este problema.

Espacio: Este estudio se realiz6 en la regiéon Sierra Centro del Ecuador, en la
Provincia de Chimborazo.

Tiempo: La informacién obtenida esta dentro del rango previsto de valides de
una investigacion cientifica, de 3 afios.

Universo: El estudio se basara en la propuesta de un modelo biofisico del ojo
humano, el mismo tiene como objetivo ser un medio de aprendizaje para futuros
practicantes de la oftalmologia, asi como servir para estudiar los efectos
causados por procedimientos quirdrgicos, en particular la cirugia refractiva y la

implantacion de lentes intraoculares.

Ante la problematica descrita surge la necesidad del modelo biofisico, con la
implementacién de un método para la obtencion de los parametros que
caracterizan la distribucion del indice de refraccion en el cristalino de los

humanos.

La importancia de contar con dicho método se justifica por dos aspectos
principales. El primero esta relacionado con el hecho de que el cristalino humano
presenta un GRIN que varian con la edad y la acomodacion, asi que para
incorporar esta informacion en el modelo del ojo es necesario hacer mediciones
de la distribucion del indice de refraccion en cristalinos reales (Jones, Atchinson,
& Pope, 2007).

El segundo aspecto viene dado porque la tecnologia de Imagenes de
Resonancia Magnética (IRM), que ha dado buenos resultados en la estimacion
del indice de refraccion y que ademas permite mediciones in vivo, tiene el
inconveniente de su elevado costo y en cierta medida su poca disponibilidad en
el pais (Jones, Atchinson, & Pope, 2007; Garner, Smith, Yao, & Augusteyn, 2001;
Kasthurirangan, Markwell, Atchison, & Pope, 2008).



Segun Huggert (1948), las mediciones directas usando refractdmetros de Abbe,
a lo que también hace referencia Weale (1963); poseen una gran incertidumbre
por la inevitable destruccion de la estructura del cristalino en el proceso. Esto
solo nos deja los métodos de optimizacién basados en la trayectoria del rayo de
luz (De Castro, et al., 2010; De Castro, et al.,, 2013; Garner, Smith, Yao, &
Augusteyn., 2001)

Estos métodos de optimizacion se basan en asumir una expresion matematica
para el GRIN dependiente de ciertos parametros, y un conjunto de mediciones
de la trayectoria de rayos de luz antes y después de atravesar el cristalino. La
idea es encontrar los valores de los parametros del GRIN que mejor reproduzcan
el paso de la luz, minimizando las diferencias entre la trayectoria calculada y las

mediciones.

Un punto vital de estos métodos es el calculo preciso y eficiente de la trayectoria
de la luz en un medio de GRIN. Establecer la forma de hacer dicho célculo para

el caso concreto del cristalino humano.

Ademas de ser una parte esencial de este trabajo, es un resultado muy
importante que seré incorporado a un programa informético que se encuentra en
desarrollo. Este programa serd usado en la planificacibn de cirugias de

implantacién de lentes intraoculares.

Una caracteristica atractiva del método descrito en esta investigacion, es poder
obtener los datos del trayecto de la luz antes y después del cristalino a partir de
un montaje experimental sencillo, como por ejemplo el descrito en Jones,
Atchison, Meder y Pope (2005).

Sin embargo, para este trabajo dichos datos seran simulados con el fin de
evaluar el método y asi obtener conclusiones que sean Utiles cuando se realicen
experimentos reales. Téngase en cuenta, que de contar con cristalinos reales es
necesario hacer un uso optimo de ellos, por la obvia dificultad que supone

conseguirlos.
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1.3 Formulacion del problema

Teniendo en cuenta el estudio realizado en esta area del conocimiento, se asume
como Problema cientifico:

¢, Coémo contribuir a través de un modelo biofisico que permita identificar los
factores que inciden para obtener un método para la reconstruccion del GRIN en

cristalinos humanos?

1.4 Preguntas de Investigacion.

1. ¢/Qué caracteristicas epistemoldgicas y bibliograficas se conoce
acerca del estado del arte sobre modelo biofisico?

2. ¢Mediante el andlisis de los componentes del modelo biofisico se
podrda identificar los factores que inciden para obtener un método para
la reconstruccion del GRIN en cristalinos humanos?

3. Al analizar los componentes del modelo biofisico, ¢Sera posible el
estudio de métodos para el calculo del trayecto de la luz en medios

GRIN y en particular en el cristalino?

1.5 Objetivos
1.5.1 Objetivo general
Obtener un método para la reconstruccion del GRIN en cristalinos humanos a

partir de mediciones experimentales del trayecto de la luz.

1.5.2 Objetivos Especificos

1. Revisar la literatura sobre el uso de métodos para la reconstruccion del
GRIN en cristalinos, especialmente los basados en el trazado de rayos de
luz.

2. Realizar el estudio de métodos para el céalculo del trayecto de la luz en
medios GRIN y en particular en el cristalino. Comparar distintas formas de
realizar dicho célculo, con el fin de obtener la mas eficiente
computacionalmente.

3. Plantear el problema del ajuste del modelo GRIN a los datos experimentales
como un problema de optimizacion, de tal manera que los datos de entrada

puedan ser obtenidos de un experimento sencillo.
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4. Realizar experimentos numéricos para el caso especifico del GRIN
biparabolico que es usado en el modelo del ojo, con el fin de evaluar el

método obtenido (Benjamin, 1980).

1.6 Justificacion
La baja vision y el déficit visual son considerados problemas que afectan la salud
publica en todo el mundo. Esta condicion tiene impactos sociales y econGmicos

severos no solo en los individuos y sus familias sino en toda la sociedad.

Las causas que provocan discapacidad visual son muchas y muy variadas:
pueden ser heredadas (como la retinosis pigmentaria), adquiridas (infecciones
oculares mal tratadas), por accidente, por enfermedad (la diabetes es la causa
namero uno de ceguera en el mundo), por desnutricién, por drogadiccion o

alcoholismo, por descuido médico, etc.

Segun Argento (2008), ser una persona caracterizada por la discapacidad visual
trae diversas implicancias. Para valorarlas y comprenderlas es necesario
considerar:
* El momento de su aparicion: la discapacidad visual puede ser congénita
0 adquirida.
» EIl grado en que esta comprometida la vision: la persona puede ser
totalmente ciega, tener baja visién severa o baja vision leve.
* El contexto en que se desenvuelve: si se es querido y aceptado, se recibe

estimulacién, apoyo y oportunidades para ser incluido socialmente.

A propoésito, los modelos matematicos, se define como un procedimiento
mediante el cual se trata de determinar si existe o no relaciéon de dependencia
entre dos o mas variables. Es decir, conociendo los valores de una variable
independiente, se trata de estimar los valores, de una 0 mas variables
dependientes. En nuestra investigacion el modelo biofisico tiene como objetivo
ser un medio de aprendizaje para futuros practicantes de la oftalmologia, asi
como servir para estudiar los efectos causados por procedimientos quirlrgicos

en particular la cirugia a refractiva y la implantacion de lentes intraoculares.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO DE LA INVESTIGACION
El presente capitulo es producto de varias fuentes: Revision bibliografica sobre
el tema (textos, investigaciones, articulos), se hace un estudio sobre los modelos
matematicos usados para describir la variacion del indice de refraccion dentro
del cristalino. Luego se exponen los principales métodos para el calculo de la
trayectoria de la luz y finalmente los resultados relacionados con la

reconstruccion del GRIN encontrados en la literatura.

2.1 Modelo Matematico

Es importante sefialar que un verdadero modelo matematico se define por las
relaciones que combina entre si. Estas relaciones son independientes de los
datos que se quieran incluir en el modelo matematico, ya que, un modelo
matematico se puede utilizar en diferentes circunstancias y en diferentes
contextos (Aravena, Caamafio, & Giménez, 2008). Un modelo es, en definitiva,
una herramienta de apoyo a la toma de decisiones; por esta razén, sus
resultados deben ser inteligibles y utiles (Ramos, Sanchez, Ferrer, Barquin, &
Linares, 2010).

La construccion de modelos matematicos es una de las herramientas utilizadas
para analizar y estudiar problemas de distintas areas del conocimiento; el
objetivo de los modelos mateméaticos es poder describir, explicar y predecir
fendmenos y procesos en diferentes campos del conocimiento (Montesinos-

Lépez & Hernandez-Suéarez, 2007).

Consideramos que un modelo es una representacion matematica simplificada de
una realidad compleja. Modelar es la accion de construir un modelo, de acuerdo
con la realidad.
De hecho, en todo modelo matemético se puede determinar tres fases:
« Construccién del modelo. Transformacién del objeto no-matematico en
lenguaje matematico.

* Analisis del modelo. Estudio del modelo matematico.
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* Interpretacion del andlisis matematico. Aplicacion de los resultados del

estudio matematico al objeto inicial no matematico.

El éxito o fracaso de los modelos matematicos es un reflejo de la precision con
gue dicho modelo matemético representa al objeto inicial y no de la exactitud con
gue las matematicas analizan el modelo (Rodriguez-Veldzquez & Steegmann-
Pascual, 2013).

Para la realizacion de los modelos matematicos se debe de trabajar en equipo
multidisciplinario que aportan diferentes perspectivas y conocimiento en la
representacién de la realidad. Por lo tanto, un modelo se convierte en una
herramienta de apoyo en la toma de decisiones (Ramos, Sanchez, Ferrer,
Barquin, & Linares, 2010).

El autor considera que los modelos mateméaticos, deben ser vistos como el
vinculo entre la teoria matematica y el mundo habitual en que vivimos, de modo
gue se convierten en una alternativa para resolver problemas que la sociedad

presenta, con un pensamiento critico que propicie la toma de decisiones.

2.2 Anatomia y funcionamiento del ojo humano

El ojo humano es un sistema Optico complejo, formado por dos lentes
encargadas de captar la luz y concentrarla en la retina (ver figura 2.1) donde es
convertida en impulsos nerviosos que seran interpretados como imagenes en el

cerebro.

Su forma es aproximadamente esférica, mide alrededor de 2.5 cm de diametro y
esta lleno de un gel transparente llamado humor vitreo que rellena el espacio
comprendido entre la retina y el cristalino. Los principales elementos de la figura
2.1 se describen a continuacion:

« Cornea: es la parte frontal transparente del ojo humano que cubre el iris,
la pupila y la cAmara anterior. Consiste en un menisco céncavo con un
grosor en la periferia de casi 1 mm y alrededor de 0.5 mm en el centro. La
cara anterior tiene forma oval con un diametro vertical de 11 mm y

horizontal de 12 mm y un radio de curvatura de 7.8 mm. La cara posterior
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mide vertical y horizontalmente 13 mm y su radio de curvatura es de 6.5

mm. Su funcion principal es refractar la luz.

Es responsable de dos terceras partes de la potencia Optica del ojo y su poder
refractivo es aproximadamente de 43 dioptrias. Naturalmente, estos valores
cambian ligeramente de persona a persona alrededor de los valores medios

reportados.

Figura 2.1

Estructura del ojo humano

Mddsculo

ciliar

Camara posterior
fhumor acuoso)

Cu_e_rpo Humor
ciliar vitreo Eje

Fbras
zonulares

Camara anterio
(humor acuoso)

Corteza del
cristalino

Zénulas

posteriores Esclerdtica

Seccion del
ojo humano

Coroides

Fuente: Informacién tomada del libro: Quiroz G., Anatomia Humana, Editorial Porrua,
2010)

* Iris: es la membrana coloreada y circular del ojo que separa la camara
anterior de la posterior. Posee una apertura central de tamafio variable
gue comunica las dos camaras llamada pupila. Su funcién principal es
controlar la cantidad de luz que penetra en el ojo disminuyendo (miosis) 0
aumentando (midriasis) el tamafo de la pupila.

« Camara anterior: esta limitada por delante por la cornea y por detras por
el iris y el cristalino. Se encuentra llena de un liquido llamado humor
acuoso, el cual circula libremente y aporta los elementos necesarios para
el metabolismo de estructuras como la cornea y el cristalino, que al ser

avasculares no reciben aportes nutritivos de la sangre.
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Camara posterior: es el espacio situado detras del iris. Aqui se produce
el humor acuoso en los llamados procesos ciliares.

Cristalino: es una lente biconvexa que esta situada tras el iris y delante
del humor vitreo. Es transparente, incoloro, flexible y avascular. Aporta
un tercio del poder 6ptico del ojo humano. Su papel fundamental es
participar en el proceso de enfoque de objetos que estan a distinta
distancia del ojo, llamado acomodacion. Mas adelante se describe con
mayor detalle el cristalino.

Muasculos ciliares: es un musculo situado en el interior del ojo. Tiene
forma de anillo y esta adherido al cristalino mediante unas fibras que se
llaman ligamento suspensorio del cristalino. Su funcién principal es
cambiar la curvatura y grosor del cristalino mediante su contraccion o
relajacion para lograr el enfoque de objetos a diferentes distancias.
Humor vitreo: liquido gelatinoso y transparente que rellena el espacio
comprendido entre la superficie interna de la retina y la cara posterior del
cristalino, es mas denso que el humor acuoso. Mantiene la forma de globo
ocular y la superficie de la retina uniforme para que la recepcién de
imagenes sea nitida. Ocupa cuatro quintas partes del volumen total del
0jo y carece de vascularizacion. A diferencia del humor acuoso, el humor
vitreo no se renueva.

Retina: es un tejido sensible a la luz, situado en la superficie interior del
ojo. La luz que incide en la retina desencadena una serie de fenbmenos
guimicos y eléctricos que finalmente se traducen en impulsos nerviosos
gue son enviados hacia el cerebro por el nervio 6ptico. Su estructura es
compleja y esta formada basicamente por varias capas de neuronas
interconectadas mediante sinapsis. Las Unicas células sensibles
directamente a la luz son los conos y los bastones. La retina humana
contiene 6.5 millones de conos y 120 millones de bastones. Los bastones
funcionan principalmente en condiciones de baja luminosidad y
proporcionan la visién en blanco y negro. Los conos estan adaptados a

las situaciones de mucha luminosidad y proporcionan la visién en color.
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A propdsito, para que los rayos de luz que penetran en el ojo se puedan enfocar
en la retina, se deben refractar. La cantidad de refraccion requerida depende de
la distancia a la que esté el objeto hacia el que se mira. La mayor parte de la

refraccion ocurre en la cérnea, que tiene una curvatura fija.

La otra parte se da en el cristalino. Este puede cambiar de forma por la acciéon
de los musculos ciliares, aumentando o disminuyendo asi su capacidad de
refraccion, a este proceso se le conoce como acomodacién. Para los objetos
MAas cercanos se necesita mayor poder de refraccion, asi que los musculos

ciliares presionan el cristalino aumentando su curvatura y grosor.

Por el contrario, si se enfoca un objeto lejano, los musculos ciliares se relajan
disminuyendo la curvatura y grosor del cristalino. En particular, cuando se mira
al infinito (en la practica a una distancia muy lejana), el cristalino alcanza la

menor curvatura posible y en este caso no existe acomodacion.

2.3 El cristalino como una lente GRIN

Es el érgano de la acomodacion, es una lente biconvexa situada detras del iris,
al nivel de los procesos ciliares. Es la segunda superficie refractiva en
importancia, después de la cérnea. Incoloro y transparente al principio, va
tomando poco a poco una coloracion ambarina. Su indice de refraccion aumenta

con la edad.

El propésito principal del cristalino consiste en enfocar objetos a diferentes
distancias. Esto lo hace variando su curvatura y espesor mediante el proceso de
acomodacion. Segun Argento (2008), es bien conocido que el cristalino humano
muestra una distribucion no homogénea de indices de refraccién, por lo que son
considerados lentes GRIN. Esta caracteristica viene dada por la desigual
distribucion de proteinas (mayormente cristalina) presentes en su interior (Jones,
Atchinson, & Pope, 2007).

Ser una lente GRIN le otorga su capacidad para refractar la luz con mayor

potencia que una lente convencional de sus mismas dimensiones y que tuviera
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un indice de refraccién mayor que el maximo valor en su interior, que lo convierte
en una pieza clave en el proceso de vision. En la figura 2.2 se muestra la foto de
un cristalino humano sobre un pedestal.

Como se observa en la figura 2.2 el cristalino es una lente biconvexa. La
curvatura de la cara anterior (la que limita con el humor acuoso, situada en la
parte superior en la figura 2.2) es inferior a la de la cara posterior. Estas caras
con frecuencia son descritas matematicamente por superficies asféricas (Koretz,
Cook, & Kaufman, 2001; Brown, 1974).

Figura 2.2

Foto de un cristalino humano.

r2+ (Q+1) Z2- 2Rz = 0, (1.1)

Donde r = ,/x2 + y2 representa la distancia radial al eje Z (linea blanca) y la
coordenada z la distancia axial.

Q vy R son la esfericidad y el radio de curvatura respectivamente. Con ecuaciones
del tipo (1.1) no se describe completamente la forma del cristalino, sin embargo,
si se describe con buena exactitud la forma de las caras dentro de un radio lo
suficientemente grande como para abarcar la region que tiene mayor importancia
en el modelado 6ptico del ojo. Otras descripciones mas precisas de la forma del
cristalino también son posibles (Smith, Atchison, Iskander, Jones, & Pope, 2009),

aungue para los objetivos de este trabajo no son necesarias.

En cuanto a la distribucion de indices de refraccion dentro del cristalino, existen
varios modelos propuestos. La primera descripcion del GRIN en cristalinos como
una funcion continua, se debe a Gullstrand (1924). Esta fue mejorada por Blaker
(1980), y también por Smith, Pierscionek y Atchison (1991), quienes propusieron

el uso de polinomios de mayor orden para describir mejor los datos
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experimentales. La variedad de funciones usadas abarca funciones
exponenciales (Manns, Ho, Borja, & Parel, 2010; Smith, Atchison, & Pierscionek,
1992), parabdlicas (Liou & Brennan, 1997) u otros polinomios (Diaz, Pizarro, &
Arasa, 2008; Rama, Pérez, Bao, Flores Arias, & Reino, 2005) para describir la
disminucién del indice de refraccion del nucleo hasta la superficie del cristalino.
El modelo de GRIN usado en este trabajo es del tipo parabdlico (Liou & Brennan,
1997) y consiste en dos funciones cuadraticas de la forma:

f (z; 1) = noo + No1z + No2z? + n12r?, (1.2)
donde noo; No1; Noz Y N12 SON constantes.

En este caso el cristalino es dividido por un plano imaginario en dos partes:

anterior y posterior. El indice de refraccion queda definido como:

na (z,r) parte anterior

n(zr) = (1.3)

ne (z,r) parte posterior
donde n (z; r) es continua hasta la primera derivada sobre el plano que divide
ambas partes. Aqui na(z; r) y ne (z; r) son funciones del tipo (1.2)
El modelo biparabdlico ha demostrado representar bastante bien el GRIN en
cristalinos de humanos joévenes donde el indice de refraccibn varia
aproximadamente de manera cuadratica (Jones, Atchison, Meder, & Pope,
2005). Mas adelante se detallara acerca de este modelo, por ser el que se usara

como caso de estudio en este trabajo.

Otro modelo frecuentemente usado es el modelo de tres parametros (Manns, Ho,
Borja, & Parel, 2010), que describe el GRIN en coordenadas polares. El centro
de coordenadas se ubica en el ndcleo del cristalino. Este modelo se puede

representar matematicamente mediante la siguiente expresion:

)’ (1.4)

(0, 6) = (v 1s) (2

Agui nn y ns son los indices de refraccion en el nicleo y la superficie del cristalino
respectivamente y p es un parametro que en general depende de la edad de la
persona. El termino p( 6, S) es la distancia desde el nlcleo hasta la superficie en
la direccion de 6.
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El modelo (1.4) ha sido ampliamente usado para describir el GRIN en cristalinos
y representa con buena exactitud los cambios en el GRIN debido a la edad (De
Castro, et al., 2011).

Contar con un modelo matematico para describir el GRIN es esencial para
calcular la trayectoria de un rayo de luz a través del cristalino. En la proxima

seccion se mencionan los principales métodos para calcular dicha trayectoria.

2.4 Calculo de latrayectoria de la luz a través del cristalino

El calculo del paso de la luz a través de un medio GRIN tiene amplias
aplicaciones sobre todo en el disefio y construccion de dispositivos Opticos.
Aunque se realizan muchos esfuerzos para encontrar soluciones analiticas que
describan la trayectoria de la luz a través de un medio GRIN, solo en algunos
casos particulares se han encontrado (Marchand, 1978). Para un medio de GRIN
arbitrario, la via mas usada es calcular el trayecto de la luz a través de métodos

numeéricos.

La mayoria de los métodos se basan en resolver numéricamente la ecuacion de
los rayos (Born & Wolf, 1999). Segun los autores Sharma, Kumar y Ghatak
(1982), usan el método de Runge-Kutta de orden cuatro para resolver dicha
ecuacion después de introducir un cambio de variable que la simplifica.
Basandose en la misma ecuacion, Puchalski (1992), emplea un método

predictor-corrector con control adaptativo del paso.

El control adaptativo del paso también es propuesto en Nishidate, Nagata, Morita
y Yamagata (2011), a través de un esquema Runge-Kutta-Fehlberg (Fehlberg,
1969). Para el caso concreto de cristalinos humanos se usa frecuentemente el
método de capas, que considera pequefias franjas de refractividad constante
(Atchison & Smith, 1995).

Un punto importante a la hora de calcular el paso de la luz a través de una lente

GRIN es obtener el intercepto con la superficie de salida. Donde se propone el
uso de interpolacion (Sharma & Ghatak, 1986; Stone & Forbes, 1990).
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A continuacién, se describen los tres métodos mas usados para el célculo del

paso de la luz en cristalinos humanos.

2.4.1 Método de las capas.
Figura 2.3

Representacion esquemética de método de las capas.

eje =
Este método considera un GRIN constante a tramos. La idea esencial es

considerar el cristalino dividido por finas franjas (ver figura 2.3) en las que se
asume un indice de refraccion constante. Para calcular el trayecto de la luz, se
aplica reiteradamente la ley de Snell en cada superficie de separacion entre dos
capas (Bass, 2010). Asi el trayecto total estard formado por pequefios

segmentos de lineas rectas (ver figura 2.3).

Para aplicar este método es necesario calcular el vector normal en cada
superficie que delimite dos capas. Obviamente, entre mayor sea el nUmero de
capas mayor sera la exactitud lograda y también el numero de calculos
necesarios. Este método tiene a su favor que es muy sencillo de implementar,
sin embargo, tiende a ser ineficiente cuando se requieren resultados muy

precisos debido al aumento brusco del nimero de capas necesarias.

El método de las capas es particularmente Gtil cuando se asume que el GRIN
del cristalino estd formado precisamente por capas de refraccidbn constante.
Cuando se asume una funciébn continua como en nuestro caso (modelo
biparabdlico), es mas conveniente utilizar los métodos que se describen en las

dos secciones siguientes.
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2.4.2 Resolucién numérica de la ecuacion de los rayos
El recorrido de un rayo de luz en una lente de GRIN y en particular en el cristalino

esta regido por la ecuacién de los rayos luminosos (Born & Wolf, 1999):

d - d? =

L@ 2= 1=rh @), 1.5
donde s es la distancia recorrida por el rayo, 7el vector de posicién y n (¥) el valor
del indice de refraccion.

Segun los autores Sharma, Kumar y Ghatak (1982), el término Vn’ (¥) define la
direccién de maxima variacion del indice de refraccion.

Realizando el cambio de variable dt = ds/ n en la ecuacion (1.5) nos queda:

a’? _ =
ot n”n, (1.6)

Si se considera el 7 (t) = [x(t), y(t), z(t)] entonces la ecuacion (1.6) puede ser
completada con las condiciones iniciales:

7 (0) =[x (0), y (0), z (0)] = [ x0,¥0, z0], (1.7)

7' (0) =[x (0), y' (0), ' (0)] = [ Tx,, TYo, T2, (1.8)
Aqui (1.7) y (1.8) definen el punto y la direccion de entrada del rayo de luz. Por
lo tanto, la ecuacién (1.6) junto con (1.7) y (1.8) definen un problema de

condiciones iniciales que puede ser resuelto numéricamente.

Resolver la ecuacion anterior para calcular el trayecto de la luz a través del
cristalino tiene como ventaja que se pueden escoger esquemas NUMEricos
eficientes. Segun la literatura consultada (Sharma, Kumar, & Ghatak, 1982),
practicamente en todos los casos se usa el método propuesto por Sharma, que

consiste en un esquema Runge-Kutta explicito de cuarto orden.

El método que se expone en la proxima seccion también se basa en la resoluciéon
de un sistema de ecuaciones diferenciales. Aunque en este caso el sistema es
algo mas simple, también es necesario la aplicacion de métodos numéricos para

su resolucién.

2.4.3 Aplicacion del principio de Fermat
Este método segun Mufioz-Villaescusa, Nufiez-Chongo y Batista Leyva (2014),

consiste en considerar que el trazo del rayo de luz a través del cristalino puede
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ser descrito tomando a r como funcién de z, para luego aplicar el principio de
Fermat. Este es un principio variacional que plantea que el trayecto seguido por
la luz al propagarse de un punto P1a otro P2, es tal que el tiempo empleado en
recorrerlo es estacionario respecto a posibles variaciones de la trayectoria.

Lo anterior se expresa como.
SF[F (s)]=6 fp’z 20 (s))d; = 0, (1.9)

donde s es la distancia recorrida por el rayo de luz, 7 (s) el radio vector que
describe la trayectoria y n(7 (s)) el valor del indice de refraccién en funcién de
la posicion.

En nuestro caso la ecuacion (1.9) se transforma en:

SF[r (2)]=6 fzzfn(z,r(z)) V1i+7r7? d, =0, (1.10)

La solucién de la ecuacion (1.10) en general consiste en encontrar la solucién de

la ecuacion de Euler Lagrange asociada:

oL dafaL]_
% _ d_z[a_r,]‘ 0, (1.11)

donde L(z,7,r") = n(z,v)\1+r' Resolviendo (1.11) se obtiene la ecuacion
diferencial de segundo orden que describe la trayectoria del rayo:

17 _ 1 2 6_11_6_11 I
r'"(z) =D A+7rHG -1, (1.12)

Para completar el problema de Cauchy se afiaden las condiciones iniciales:
r(zo) =10 (1.13)
r'(z0) =mo (1.14)

donde (zo, 7o) es el punto de entrada del rayo en el cristalino y mola tangente que

define la direccidn inicial del rayo. La ecuacion (1.12) puede ser resuelta

numéricamente.

La ecuacion diferencial del rayo (1.6) y la basada en el principio de Fermat (1.12),
son equivalentes. Para determinar cual se usara en este trabajo, se compararan
las soluciones numéricas de ambas, en aras de determinar cual requiere menos

costo computacional.
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En la préxima seccibn se mencionan los resultados mas importantes
encontrados en la literatura, relacionados con los métodos de reconstruccion del
GRIN en cristalinos. Se hara énfasis en los métodos basados en el trazado de

rayos.

2.4.4 Reconstruccion del GRIN en cristalinos

Los primeros intentos de determinar el GRIN en cristalinos se basaron en
mediciones directas usando refractbmetros de Abbe (Huggert, 1948; Weale,
1963) en afos tan lejanos como 1948 y 1963.

Aunque estas mediciones eran poco con fiables, pues destruian el cristalino en
el proceso, dieron las primeras aproximaciones del indice de refraccion en el

nucleo y la superficie del cristalino de humanos y algunos animales.

El surgimiento de Tecnologia como las Imagenes de Resonancia Magnética
(IRM) ha permitido hacer muy buenas estimaciones e incluso estudiar las
variaciones del GRIN con la edad y la acomodacion realizando mediciones in —
vivo. La reconstruccion del GRIN mediante IRM se basa en la relacion que existe
entre las constantes de relajacion de la sefial de resonancia magnéticay el indice
de refraccion (Jones, Atchinson, & Pope, 2007; Garner, Smith, Yao, &

Augusteyn, 2001; Kasthurirangan, Markwell, Atchison, & Pope, 2008).

Otra forma de determinar el GRIN, es ajustando los parametros de un modelo
determinado a mediciones experimentales del trayecto de la luz a través del
cristalino. Esto conlleva a un problema de optimizacion. A continuacion, se dara
una breve panoramica de algunos ejemplos donde se usan técnicas de
optimizacién basadas en el trazado de rayos para la reconstruccion del GRIN en

cristalinos.

Segun Garner, Smith, Yao, y Augusteyn (2001), determinan el GRIN en
cristalinos del pez Black Oreo Dory (Allocyttus Niger) por dos vias: usando un
programa de optimizacion basado en la trayectoria de un laser a través del

cristalino y usando resonancia magnética. Ambos métodos obtienen resultados
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similares. Para la optimizacién se emplea el método de Gradientes Conjugados

y para el célculo del trazado del rayo la férmula de Sharma (1982).

El investigador (De Castro, et al., 2010), usan un algoritmo genético programado
en Matlab para encontrar los parametros del GRIN. Las mediciones del trazo del
rayo se obtienen usando imagenes de Tomografia de Coherencia Optica (TCO).
El trazado de rayos se realiza usando el algoritmo de A. Sharma (1982). En este
caso, el modelo GRIN escogido es una modificacion de (1.4), donde el parametro

p se toma como una funcion conocida de 6 de manera que tome los valores p,
eng=0yf=nypenf=—--yo=7>

Segun De Castro, Barbero, Ortiz, y Marcos (2011), analizan la exactitud de los
métodos de optimizacion para la reconstruccion del GRIN. Ademas, analizan la
influencia de los errores en las mediciones, asi como el nUmero de estas a tomar.
Obtienen que el uso combinado de algoritmos de optimizacion global y local
permite reconstruir el GRIN con buena exactitud con un moderado nivel de ruido

en los datos de entrada.

En los trabajos (De Castro, et al., 2011; De Castro, et al., 2013), se emplea la
optimizacién basada en el trayecto del rayo para estudiar el cambio en el GRIN

del cristalino con la edad y la acomodacion respectivamente.

Los métodos de reconstruccion del GRIN basados en el trayecto del rayo difieren
entre si principalmente en qué informacion del trayecto es la usada para plantear
el problema de optimizacion. Segun De Castro (2010), el uso de TCO posibilita
gue la trayectoria del rayo dentro del cristalino sea visible en las imagenes, por
lo que basicamente se cuenta con toda la informacién posible. En otros casos,
como el abordado en este trabajo, solo se cuenta con los puntos y direcciones
de salida del rayo al atravesar el cristalino. Aunque es menos informacion
disponible, estos datos por lo general pueden ser obtenidos mediante

experimentos sencillos sin la necesidad de usar tecnologias como la TCO.
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CAPITULO Il
MARCO METODOLOGICO DE LA INVESTIGACION
En este capitulo se presentan los resultados relacionados con la metodologia a
utilizar en busqueda de una propuesta de soluciébn donde se describen los
algoritmos predecesores al desarrollo en este trabajo. Se aplica el método de
Experto para corroborar el valor cientifico metodolégico, a partir de dos etapas:
determinaciéon de los expertos y la valoracion de la Metodologia del modelo
biofisico que permitira identificar los factores que inciden para obtener un método

para la reconstruccion del GRIN en cristalinos humanos.

3.1 Disefio de lainvestigacion

El presente trabajo de investigacién se bas6 en un enfoque mixto, representan
un conjunto de procesos sistematicos, empiricos y criticos de investigacién e
implican la recoleccion y el andlisis de datos cuantitativos y cualitativos, asi como
su integracion y discusion conjunta, para realizar inferencias producto de toda la
informacion recabada (meta-inferencias) y lograr un mayor entendimiento del

fendmeno bajo estudio.

3.2 Tipo de métodos de investigacion
En la investigacion se utilizaron diferentes métodos, los fundamentales son
mencionados a continuacion:

e Los procedimientos logicos del pensamiento, andlisis y sintesis, asi
como la induccion y deduccion, facilitaran la determinacion de los
fundamentos y teorias relacionadas con los modelos matematicos y
con énfasis en el modelo biofisico, lo que contribuird a la
sistematizacién de la informacion sobre el temay a la elaboracién del
marco teorico de referencia.

e Histdrico-logico en el estudio de las diferentes enfermedades que
ocurren en la vision, hasta los trabajos actuales relacionados con el
modelo de GRIN parabdlico.

e Analisis de documentos en la consulta de literatura especializada

relacionada con la teoria de los modelos matematicos.
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e Meétodo de modelacion, que posibilitara establecer la existencia de
niveles para destacar y representar las caracteristicas y las
relaciones entre los componentes del campo de accion.

e Método de Experto para corroborar el valor cientifico metodologico
del modelo GRIN parabdlico.

e Métodos estadisticos en la realizacion de estudios del modelo de
GRIN biparabdlico que se usard como caso de estudio.

Es significativo sefialar que para evaluar el método se us6 como caso de estudio
un modelo de GRIN biparabdlico y se simularon mediciones con distintos niveles

de error.

3.3 Determinacién de los expertos

En esta etapa se procede a explicar la aplicacion del Método de Experto, para la
valoracion de los indicadores y de la Metodologia de la propuesta del modelo
matematico. Respecto a este método, la investigadora Ofate (1988), expreso
que “el Método Delphi es la utilizacion sistematica del juicio intuitivo de un grupo

de expertos para obtener un consenso de opiniones informadas”.

La esencia del método en cuestidn es que los expertos expongan sus criterios
sin consultarse e incluso sin conocerse entre si, con una secuencia metodolégica
ordenada en varias rondas de encuestas, donde la primera obtiene la valoracion
estadistica, la segunda informa a los expertos la distribucion de las respuestas,
permitiéndoles modificar sus opiniones con argumentos que las justifiquen y las
siguientes comunican los criterios de la ronda anterior para que los expertos

reconsideren sus valoraciones.

Con relacion a las rondas, la investigadora Ofiate (1988), opina que “la mayoria
de los autores consideran que a partir de la tercera o cuarta ronda los expertos

comienzan a mantener sus criterios”.

Con la informacién obtenida en cada ronda, se realiza entonces un
procesamiento estadistico-matematico para dar objetividad a los criterios

subjetivos de los expertos, esto es algo que diferencia el Método Delphi del resto
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de los métodos de prondstico subjetivo, pues la decision final es un criterio
avalado fuertemente por la experiencia de los expertos y por indicadores

objetivos.

La fase de valoracion en nuestra investigacion se desarrolla en dos etapas: la
primera, dedicada a la determinacioén de un conjunto de posibles especialistas a
considerar como expertos para la propuesta de algoritmo y la segunda etapa, la

constituyo la consulta a los expertos asi seleccionados.

No se emplearon los métodos clasicos para la valoracion de expertos como el
Delphi, sino las ideas propuestas por L. Campistrous (1998) y C. Rizo (1998), del
Instituto Central de Ciencias Pedagdgicas de Cuba. En este trabajo los autores
"proponen un Método que utiliza algunas de las caracteristicas del Método
Delphi" (Campistrous, 1998), pero que brinda una mayor objetividad a los
criterios de los especialistas seleccionados a partir de los pasos siguientes:

e Seleccion de los expertos.

e Determinacion de un grupo de indicadores que permita medir la
pertinencia del procedimiento propuesto para la solucion del problema de
investigacion.

e Confeccion de una escala para medir los indicadores.

e Confeccion de una encuesta para obtener los criterios de los expertos.

e Procesamiento estadistico de la informacion obtenida.

e Andlisis de los resultados.

e No recomienda repetir varias veces las consultas para buscar

concordancia porque pueden distorsionarse los criterios verdaderos.

Es importante tener en cuenta el criterio expresado por Campistrous (1998),
cuando sefiala que:
Al utilizar el Método de Expertos como procedimiento empirico (...) estamos
depositando gran parte de la confiabilidad del proceso en los hombros de
los expertos que se seleccionen. Esto significa que la calidad de nuestro
trabajo depende en gran medida de la calificacion de los expertos que
seleccionemos (Campistrous, 1998).
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Los autores antes citados refieren la conveniencia de seleccionar el nimero
mayor posible de expertos y de valorar los elementos estudiados con no menos
de 30 especialistas que estudian el tema, o tienen experiencia practica o

investigan sobre los aspectos que integran esta metodologia.

Se escogieron treinta y seis posibles expertos, los cuales fueron valorados segun
la metodologia propuesta para su determinacion como expertos; consideradndose
un minimo de experiencia profesional en la teméatica que se investiga y la
existencia de determinada informacion tedrica en relacion con la misma (ver

anexo A).

De acuerdo con la metodologia utilizada, se denota por Kc el Coeficiente de
conocimiento del experto sobre el problema que se analiza, determinado este a
partir de su propia valoracion. Para obtenerlo se solicita al experto que valore su

conocimiento sobre el problema en una escala de cero a diez.

En esta escala el cero representa la ausencia de conocimiento acerca del tema
y el diez una informacién completa sobre el mismo. De acuerdo con su
autovaloracion, el sujeto ubica su conocimiento en algun punto de esta escala 'y
el resultado se multiplica por 0,1 para llevarlo a la escala de 0 a 1.

En la siguiente tabla se muestra el Coeficiente de conocimiento acerca del tema:

Tabla 3.1.
Resumen del Coeficiente de conocimiento Kc.
Kc 1 0.8 0.6 0.4 0.2
Cantidad de personas 13 8 7 2 -

Teniendo en cuenta los valores de Kc en la tabla # 3.1 se precisan los siguientes
intervalos para saber el grado de influencia:

* Alto: 0,9<kc =<1

* Medio: 0.6 <kc<0.8

* Bajo: kc<0.5

En la poblacion de los 30 expertos seleccionados y evaluados se obtuvieron los
siguientes resultados: 13 presentaron un coeficiente de conocimiento alto
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(43,3%), 15 un coeficiente de conocimiento medio (50%) y dos un coeficiente de

conocimiento bajo para un (6,66 %).

De los 30 expertos seleccionados, 18 son Doctores en Ciencias que representan
el 60%, 12 son Master en Ciencias que representan el 40%, de ellos 10 son
Profesores Titulares y 12 son Profesores Auxiliares, el resto son Asistentes. El
33,3% de los especialistas tiene mas de 10 afios de experiencia y el 66,6% tiene

mas de 20 afos.

Se denota por Ka el Coeficiente de argumentacion que trata de estimar, a partir
del analisis del propio experto, el grado de fundamentacion de sus criterios. Para
determinar este coeficiente se le pide al experto que indique el grado de
influencia (alto, medio o bajo) que tiene en sus criterios cada una de las
siguientes fuentes: analisis tedricos realizados por €l mismo, su experiencia, los
trabajos de autores extranjeros, su conocimiento del estado del problema y su

intuicion.

Las respuestas dadas por el experto se valoran de acuerdo a una "tabla
preestablecida” (Campistrous, 1998). Segun los datos que aporta esta tabla, los
andlisis tedricos realizados por el experto y su propia experiencia en la tematica,
son las fuentes de argumentacion cruciales para determinar la conveniencia del
experto en el proceso de valoracion.

En la siguiente tabla se muestra el Coeficiente de argumentacion:

Tabla 3.2

Resumen del Coeficiente de argumentacion Ka.

Ka 1 0.9 0.8 0.7 0.5 0.4
Cantidad de 18 9 3 - - -
personas

Luego para la determinacion de los criterios de alto, medio y bajo se utiliz6 la

escala Kc (ver anexo B). De estos resultados se puede inferir que, de los 30
expertos seleccionados, 27 tienen un coeficiente de argumentacion alto que
representan el 90% y 3 expertos con un coeficiente de argumentacion medio

para un 10%.
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Para hacer objetiva la seleccion de los expertos se empled un procedimiento
basado en los criterios auto valorativos de estos. Denominamos a ese criterio
Coeficiente auto valorativos y lo denotamos simbdlicamente por k.
Para el mismo se tomé en cuenta la autoevaluacién de los posibles expertos
acerca de su competencia y de las fuentes que les permiten argumentar sus
criterios.
El coeficiente K se conforma a partir de otros dos coeficientes antes definidos Kc
y Ka, mediante la siguiente férmula:
K= (Kc + Ka)

El coeficiente K puede alcanzar valores comprendidos entre 0,25 (minimo
posible) y 1 (maximo posible).
En realidad, los valores obtenidos aportan un criterio de significacion para decidir
si el experto debe ser incluido en el proceso de valoracion (ver anexo C). Una
vez calculado K para cada uno de los 36 posibles expertos a los que se les aplicé
la encuesta, se seleccionaron lo que se encontraban en un limite inferior K= 0,5.
Fueron seleccionados 30 (ver anexo D).
La media aritmética grupal para las mediciones de K resulté ser 0,83, lo cual
evidencia la alta utilidad de los criterios valorativos de los sujetos encuestados y
de la Metodologia propuesta del modelo matematico. teniendo en cuenta que:

* Si 0.8 < K <1.0, el Coeficiente de competencia es alto.

* Si 0.6 < K< 0.8, el Coeficiente de competencia es medio.

» Si K < 0.5, el Coeficiente de competencia es bajo.
Es importante sefialar que los sujetos encuestados mostraron disposicion real
de colaborar en el trabajo, buena capacidad de andlisis, creatividad y un elevado
espiritu critico y autocritico. El criterio seguido para la seleccion de los expertos
fue considerar aquellos que tuvieran un coeficiente de competencia alto o medio,
por tanto, cumplieron con este criterio 30 de los encuestados.
En la tabla que aparece en el ANEXO D, se muestran los coeficientes Kc, Ka y
el K resultante de cada uno de los 30 expertos consultados. Como resultado de
la aplicacion de este procedimiento se obtuvo que 23 de los encuestados poseen
un nivel de competencia alto (76,6 %) y siete posen un nivel de competencia
medio (23,3 %).
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3.4 Valoracién de los expertos

Para el procesamiento estadistico de los datos se aplico el modelo de Torgerson

(Campistrous, 1998), utilizando como medio una hoja Excel soportada en

Windows. Se elabor6 una escala para efectuar la valoracion integral.

De hecho, para la valoracion de los expertos, se incluyeron los siguientes

indicadores (ver anexo E):

1.

Contribucion de los parametros que caracterizan el GRIN del cristalino
como un problema de optimizacion.

Pertinencia del problema matematico que supone la reconstruccion del
GRIN en cristalinos a partir del trazado de rayos.

Posibilidades de los métodos de Runge-Kutta con paso adaptativo
utilizando las llamadas férmulas de integraciéon embebidas para obtener
las aproximaciones.

Contribucion del modelo biparabdlico para describir el GRIN mediante dos
polinomios cuadraticos.

Pertinencia del uso de la interpolacion para evitar evaluaciones de funcion
innecesarias.

Pertinencia del plano imaginario que divide el cristalino en el modelo
biparabdlico.

Pertinencia de los cinco parametros independiente del modelo de GRIN
biparabdlico, con lo que es posible evaluar la funcion (2.3) dado un
conjunto de mediciones experimentales del trayecto de la luz.
Contribucion del método para la obtencion de los parametros que
caracterizan el GRIN en cristalinos humanos in vitro, a partir de

mediciones de la trayectoria de un rayo de luz.

A continuacion, se resumen los resultados para cada categoria segun la opinion

de los 30 expertos encuestados utilizando tablas de matriz de frecuencias y la

tabla de matriz de frecuencias acumuladas que se muestran en el ANEXO F.

En los resultados de la tabla de matriz de frecuencias se obtuvieron los valores

de frecuencias acumuladas para cada uno de los indicadores evaluados.
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Seguidamente se obtuvo una tabla de matriz de frecuencias acumuladas similar
(ANEXO F), donde se resumen los resultados de los valores de frecuencia

relativa acumulativa para los indicadores que estan siendo evaluados.

El siguiente paso consistio en obtener los valores de la desviacibn normal
estandar inversa a partir de los resultados de las frecuencias relativas

acumulativas.

Se observa que en este Ultimo paso mencionado la cantidad de categorias de la
encuesta se ha reducido a dos, lo que posibilita delimitar dos intervalos para
evaluar la categoria a la que pertenece cada indicador segun la opinién de los

expertos.

A partir de la evaluacién de los puntos de corte y su comparacion con los
resultados de los parametros de cada una de las filas del (ANEXO G) es posible
valorar el grado de adecuacion de cada uno de los ocho indicadores evaluados.
Figura 3.1

Representacion de la recta de puntos de corte.

—0 0.63 3.08 + o

f f

Muy adecuado Adecuado

Por lo tanto, como se observa en el ANEXO G, la suma de las sumas menos el
promedio (N-P) para los indicadores 11, 12, 13, 16, I7 e 18 a evaluar, resulta menor

gue el primer intervalo de los puntos de corte.

Este resultado permite aseverar que los expertos consultados consideran muy
adecuada:
» Contribucion de los parametros que caracterizan el GRIN del cristalino

como un problema de optimizacion.
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Pertinencia del problema matematico que supone la reconstruccion del
GRIN en cristalinos a partir del trazado de rayos.

Posibilidades de los métodos de Runge-Kutta con paso adaptativo
utilizando las llamadas férmulas de integracion embebidas para obtener
las aproximaciones.

Pertinencia del plano imaginario que divide el cristalino en el modelo
biparabdlico.

Pertinencia de los cinco parametros independiente del modelo de GRIN
biparabdlico, con lo que es posible evaluar la funcion (2.3) dado un
conjunto de mediciones experimentales del trayecto de la luz.
Contribucion del método para la obtencion de los parametros que
caracterizan el GRIN en cristalinos humanos in vitro, a partir de

mediciones de la trayectoria de un rayo de luz.

También consideran adecuada:

Contribucion del modelo biparabdlico para describir el GRIN mediante dos
polinomios cuadraticos.
Pertinencia del uso de la interpolacion para evitar evaluaciones de funcion

innecesarias.
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CAPITULO IV
MATERIALES Y METODOS
En la primera seccion de este capitulo se plantea el problema de encontrar los
parametros que caracterizan el GRIN del cristalino como un problema de
optimizacién. Los datos de entrada son las mediciones del trayecto de la luz

antes y después del cristalino.

En las proximas secciones se describen los métodos para el célculo de la
trayectoria del rayo de luz a través del cristalino y las particularidades numéricas

de estos.

El modelo de GRIN biparabdlico, que se usard como caso de estudio, también
se analiza. Al final se describe el experimento propuesto y los lenguajes de
programacion y bibliotecas de funciones usadas para la implementacién de los

algoritmos.

4.1 Planteamiento del problema

A continuacion, se formalizard el problema matemético que supone la
reconstruccion del GRIN en cristalinos a partir del trazado de rayos. Antes de
entrar en detalles es preciso hacer notar lo siguiente: en la mayoria de los
modelos matematicos propuestos para describir el GRIN se asume simetria
radial, ademas los rayos de luz que tienen importancia para el modelo del ojo

son los que son coplanares con el eje éptico (eje Z, ver figura 4.1).

Partiendo de esto podemos hacer una importante simplificacion: en adelante se

enfocara el analisis solo en el plano ZW que contiene el eje 6ptico del cristalino,

la coordenada z variara en la direccion axial y w = \/x2 + y2.

Supongamos que se cuenta con N mediciones de las posiciones y direcciones
de rayos de luz antes y después del cristalino como se muestra en la figura 4.1.
Los vectores xi; yi R3con i =1;2; ...N tienen la forma (z; w; m), es decir, sus

dos primeras componentes indican un punto por el que pasa el rayo y la tercera
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la pendiente de este en el plano ZIW. Supongamos ademas que tenemos una
funcién F: R3 » R3 dependiente de M parametros c;; c,; ... ¢, tal que:
yi=F (¥|cq; ¢35 o cm), (2.1)

F@®@)esla ley que a cada rayo de luz incidente en la cara anterior del cristalino
asocia el punto y la direccion de salida de este en la cara posterior. En cristalinos
sanos y sin excesiva opacidad, un rayo a la entrada del cristalino dara el mismo
rayo en la salida y, dadas las caracteristicas oOpticas del medio; pequefios
cambios en las condiciones iniciales provocan pequefios cambios a la salida.

Figura 4.1

Representacion del trazado de rayos en el cristalino

8!

[

Cristalino

Eje W

Eje Z

Debido a que la trayectoria de la luz esta determinada por el GRIN, es evidente
que la funcion F® depende de este. De tal forma cy; cy; ... ¢, COrresponderan
a los pardmetros que determinan el GRIN.
Dicho esto, definiremos el problema de la reconstruccion del GRIN como el de
determinar los valores de cy;cy; ... ¢, para los que F &) mejor se ajuste a las
mediciones. Esto es, encontrar c; c,; ... ¢, tales que:
min G (C1; C2; ...; Cm)
C1, Y ey
C2 Cc™m (2.2)

donde G (cy1; ¢y} ..; Cm) = D2V 1 5 — F(R|cy; €25 s ) 12 (2.3)

Como se ve, el método para la reconstruccion del GRIN se reduce a un problema
de optimizacion para el que hay todo un arsenal de métodos disponibles. Sin

embargo, en este caso hay una particularidad importante: la funcion de mérito
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(2.3) en general no estd definida mediante funciones elementales, sino que

depende de F (%), que debe ser evaluada numéricamente.

Por lo tanto, es necesario hacer especial énfasis en obtener un método eficiente

para el calculo del trazado del rayo de luz a través del cristalino y asi reducir el
costo computacional de evaluar F (X). Téngase en cuenta que cada evaluacion

de G (cy;cy;...;Cy) implica N evaluaciones de F (%), y esto puede ser muy

costoso computacionalmente.

La funcién F (%) consta de cuatro pasos: aplicar la ley de Snell al rayo incidente
en la cara anterior del cristalino a fin de obtener la pendiente del rayo refractado
gue entra al GRIN, célculo de la trayectoria del rayo dentro del cristalino (este es
el paso mas complejo y costoso computacionalmente), determinacion del punto
de salida en la cara posterior y, finalmente, una nueva aplicacion de la ley de
Snell para obtener la pendiente de salida.

La ecuacion (2.3) es bastante general. En realidad, por las caracteristicas del
experimento propuesto, los rayos entrantes en la superficie anterior del cristalino
son paralelos al eje Optico y si se tiene en cuenta que el punto de entrada esta
sobre dicha superficie entonces los vectores ¥; tendran la forma (z(w); w; 0), de
manera similar los vectores y; seradn de la forma (z(w); w; m). Es decir, podemos

considerar X eRY y;eR?.

En la proxima seccién se aborda el tema del célculo de la trayectoria de la luz a
través del cristalino y se describen distintas vias de realizar dicho calculo que

seran comparadas en aras de escoger la mas eficiente.

4.2 Célculo de la trayectoria de la luz a través del cristalino

Debido que el calculo del trazo de la luz a través del cristalino es la piedra angular
del método, en esta seccion trataremos este problema en detalles. También se
presentaran las formulas para la aplicacion de la ley de Snell y la via para calcular
el punto de salida del rayo en la cara posterior del cristalino.
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A fin de escoger la mejor forma de realizar dicho calculo se compararan varias
vias existentes. Estas consisten en resolver la ecuacion de los rayos (1.5) y la
ecuacion (1.12) por dos métodos numéricos: el primero es el esquema clasico
de Runge-Kutta explicito de cuarto orden (RK4) y el segundo es el esquema de
Runge-Kutta de paso adaptativo RK45 (Dormand & Prince, 1980).

Resolver la ecuacion (1.5) mediante el esquema RK4 es, por mucho, el método
més usado segun la literatura, esta combinacion se conoce como algoritmo de
Sharma (1982), por lo que lo tomaremos como referencia para comparar el
método propuesto por nosotros, que consiste en resolver la ecuacion (1.12)
mediante RK45. De tal forma se analizardn cuatro meétodos diferentes
combinando la ecuacién a resolver y el esquema numérico usado. En lo adelante
se hara referencia a dichos métodos mediante las abreviaturas que se muestran
en la siguiente tabla.

Tabla 4.1

Combinacion entre ecuacion a resolver y el método numérico empleado.

Método
Numeérico
Ecuacion a resolver Runge- Kutta 4 | Runge- Kutta 45
2y —_
zt;:nvn R-RK 4 R-RK 45
m_ _1 12y9n.on F- RK4 F- RK45
r= n(z,r) (1 tr )(6r azr )

A continuacién, se describen los esquemas numéricos RK4 y RK45, asi como

los correspondientes problemas de Cauchy para las ecuaciones de la tabla 4.1.

4.2.1 El método de Runge-Kutta de orden cuatro RK4
Los métodos de Runge-Kutta (RK) son una familia de métodos creados para

resolver el problema de Cauchy:
2= fx;y) (2.4)

y(xo) = yo (2.5)
La idea del método consiste en avanzar desde una solucion conocida (x,; v,)
hasta (x,+1; Yn+1) (@Qui y, €S una aproximacion de la solucién exacta y(x,)) de

la siguiente forma:
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Xp41 = Xp + h (2.6)

VYne1 = Yn + hXioq b K; (2.7)
donde

Ki=f(xntchyn+hYiiaiK),i=12,..,s (2.8)

Fijando un paso h y partiendo de la condicion inicial (x; yo), los puntos (x;; v;)
guedan determinados de manera iterativa.
Los parametros b;; c; Y a;; determinan complemente el método y frecuentemente
se escriben de forma abreviada mediante los arreglos de Butcher como el de la

siguiente tabla.
Tabla 4.2

Arreglo de Butcher para los métodos de Runge-Kutta.

Lfc aij b;
¢1

1 |crf?11 a12 s b1
€2

2|lc2 |21 222 ... s b2
s

s|% |1 ¢s2 s bg
J 1 2 s -1

Para la determinacion de los valores de b;; ¢; ¥ a;; se hace coincidir la parte

derecha de la ecuacion (2.7) con el desarrollo en series de Taylor de y (x,+ h)
hasta el orden de exactitud que se desee, determinandose asi el error local del

método.
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Tabla 4.3:

Arreglo de Butcher para el método de Runge-Kutta explicito de cuarto orden.

I ¢ aij b;
1

. _
6
1] 1 1

, | — _
21 2 3
1 1 1

3 “lo )
2 2 3
1

4 110 O 1
6

jl1 1 2 3

El método RK4 pertenece a la familia de métodos explicitos (a;; =0, V;=1i).
Segun los valores de b;; ¢; Y a;; que se especifican en la tabla 4.3, las formulas

gue definen el algoritmo de RK4 son las siguientes:

Ky = f(xn; yn)
h K;
K; =f(xn+§ U’n"’?)

K>

h
Ky=f(tn+5 i+

Ky=f(xp+h;yn+K3)
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h
Yn+1 =Yn t ¢ (Ky + 2K, + 2K3 + K,) (2.9)

El algoritmo RK4 tiene un error local de O (h®) y necesita cuatro evaluaciones de
la funcidn f (x; y) por cada paso, siendo el esquema de RK de mayor orden
donde el numero de evaluaciones es igual al orden del método (se puede
demostrar que es imposible obtener orden p con un nimero de evaluaciones

q <pparap > 4).

Esta ultima propiedad, junto a su facil implementacién hacen del método RK4
uno de los mas populares para la resolucion numeérica de ecuaciones

diferenciales ordinarias.

4.2.2 El método de Runge-Kutta con paso adaptativo RK45
A diferencia de los métodos de RK con paso fijo como el RK4 tratado
anteriormente, los métodos con paso adaptativo se basan en variar la longitud

del paso en cada iteracion mediante la estimacion del error cometido.

La estimacion del error permite disminuir el valor del paso cuando el error supere
un determinado umbral y agrandar este cuando el error sea muy pequefo.
Los métodos de Runge-Kutta con paso adaptativo usan las llamadas férmulas

de integracion embebidas.

Estas forman un par: una tiene un error local de orden p y otra de orden p + 1.

La idea es usarlas para obtener las aproximaciones y,(x,) Y ¥p+1(x,) de y(x;)

y luego estimar el error cometido con y,(x,) (la aproximacion de orden p) como:

ECh) = Yp+1(xn) - yp(xn) (2.10)
Lo que hace atractiva la formula (2.10) sobre otras formas de estimar el error

como el doble paso, es que las aproximaciones y,(x,) Y yp+1(x,) obtenidas

por las férmulas (2.7-2.8) comparten las mismas evaluaciones de f(x; y).
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Es decir, una vez que se tiene y,,(x,) no es necesario realizar ninguna nueva
evaluacion de f(x; y) para llegar a y,(x,). El valor de E(h) se usara entonces
para determinar cuando es necesario modificar el tamafio del paso.

En este trabajo se usara la implementacion del método RK45 que se encuentra
en Press, Teukolsky, Vetterling y Flannery (2007). En este caso p = 4 y las

formulas de integracion embebidas son las siguientes:

¥s(xXn + h) = yu () + 22, biK; (2.11)
Valtn + 1) = yo(xn)+X71 b*iK; (2.12)
por lo tanto:

E(h) = SL,(b; — b*K; (2.13)
En la tabla 4.4 se muestra el arreglo de Butcher correspondiente al método
RK45, donde se ha agregado una columna al final para los valores de b*; . Los
K; se calculan segun (2.8). Los valores de la tabla 4.4 se deben a Dormand y
Prince (1980), y segun Shampine (1986), han mostrado mejores resultados que

otras propuestas.

Como en general se pretende resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, E(h) es un vector, asi que es necesario obtener una medida escalar

del error, en la implementacion propuesta se usa:

o) = [T EAM)  (214)

donde n es la dimension de E(h). Como el error local de la formula (2.12) es
0 (h®), se puede concluir que para hi1y hz sean lo suficientemente pequefios se

cumple que:

e(hy) _ hiys
P (hz) (2.15)

Supongamos ahora que se realiza un paso de integracion con h = h1 que resulta

en un error local e(h,) segun (2.14).

Podemos determinar el paso que deberia haberse usado para obtener un error

aproximado e haciendo en (2.15) e(h,) =€ y despejando h,:
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Tabla 4.4

Arreglo de Butcher para el método RK45

C; aij b; b*;
35 5179
5760
384 0
1 1
- B 0 0
5 5
3 3 9 500 7571
1669
10 40 40 1113 5
4 44 56 32 125 393
.- — — — - -
5 45 15 9 192 640
8 19372 25360 64448 212 2187 92097
5
9 6561 2187 6561 729 6784 339200
9017 355 46732 49 5103 11 187
611
3168 33 5247 176 18656 84 2100
500 125 2187 1
35
711 T 0 T T T 0 T
1113 192 6784 40
384
il 1 2 3 4 5

43




€

ool (2.16)

h, =h1[

La ecuacion (2.16) es el nucleo de la regulacion del paso en el método RK45. Si
se obtiene que h2 > hi1 entonces se obtuvo un error aceptable y se puede pasar
a la préxima iteracion con h = hz, si por el contrario se obtiene que h2 < h1
entonces se tiene un error muy grande y es necesario repetir el paso, pero ahora

tomando h = ho.

Como las férmulas anteriores se basan en una aproximacion del error, la formula

(2.16) se sustituye en la practica por una mas conservadora:

e 1
e

Ademas, se afiade la restriccion 0.1 < h, / h1 < 10 para evitar que se aumente 0
disminuya muy bruscamente el paso de una iteracion a otra. Un detalle
importante es que, aunque la estimacion del error se haga para la férmula de
orden p (2.12) realmente es la férmula de orden p + 1 (2.12) la que se usa para
aproximar y(x,) (esto se conoce como extrapolacion de Richarson), de ahi que

el valor de € fijado tienda a sobreestimar el error real.

Aunque segun la tabla 4.4 parezca que son necesarias siete evaluaciones de
funcién por paso, eso solo es cierto para la primera iteracion. Como K7 coincide
con f(x, + h; y,.,) €sa evaluacion se ahorra en la proxima iteracion (FSAL: rst-
same-as-last).

Por lo tanto, el método RK45 realiza 6 evaluaciones de funcién por paso, a estas
hay que afiadir las adicionales debidas a las iteraciones que sean rechazadas
segun (2.17).

Comparando con RK4, se espera que el mayor numero de evaluaciones
necesarias en RK45 sean compensadas con una menor cantidad de iteraciones
debido a la regulacién del paso. A esto se le suma que el método RK45 es en
realidad, debido a la extrapolacion de Richarson, de orden cinco, un orden mayor
que RK4.
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Con los esquemas RK4 y RK45 se resolveran las ecuaciones (1.6) y (1.12). A
continuacion, se plantea el correspondiente problema de Cauchy para cada

ecuacion.

4.2.3 Problema de Cauchy para la ecuacién derivada del principio de
Fermat

Para poder resolver numéricamente la ecuacion derivada del principio de Fermat
(2.12) con los esquemas RK4 y RK45 descritos anteriormente, es necesario
plantear el correspondiente problema de Cauchy de la forma (2.5-2.5).

Si se sustituye la coordenada r por w en la ecuacion (1.12) se obtiene:

144 — 1
n(z;w)

12 a_n_a_n !
1+w )(aw aZW)(2.18)

Como la ecuacion (2.18) es de segundo orden se hace el cambio de variable
m(z) =w' (z) para obtener el sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden
(2.19-2.20).

w' (2) = m(2) (2.19)

W'(2) = (1 + m2 () [5e — ow'] (2.20)

Para completar el problema de Cauchy es necesario especificar las condiciones
iniciales, en este caso vienen dadas por:

w(zg) =wy, (2.21)

m(zy) =my (2.22)
El punto (z,; wy) marca la entrada del rayo al cristalino y m, es la pendiente de
entrada como se muestra en la figura 4.2. Note que en la figura 4.2 el rayo de luz
(linea roja) esta representado a la derecha de la cara anterior del cristalino, esto
es asi porque el valor de m, que se toma como condicion inicial es la pendiente
del rayo refractado que se obtiene luego de aplicar la ley de Snell al rayo

incidente en (zy; wy).

Mas adelante se desarrollaran las formulas correspondientes para la aplicacion

de la ley de Snell en las superficies del cristalino.
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Figura 4.2
Rayo de luz entrando al cristalino.

2005 besisssisaarias e e =
o S (=

77{(, = tan (o)

n(=z,w)

Elew

ZI() Eje =
4.2.4 Problema de Cauchy para la ecuacién del rayo

Para plantear el correspondiente problema de Cauchy para la ecuacion (1.6)
tendremos en cuenta que en el plano ZW se tiene 7(t) = (z(t); w(t)). Haciendo

(1)

) ) . d )
el cambio de variable #(t) = rd—t se obtiene:

() = Z(b) (2.23)
() = n(z; w)Vn (z; w) (2.24)
Para escribir el sistema anterior en su forma escalar hagamos ?(t)z
(T2 (8); Tw ()
z'(t) = 1,(t) (2.25)
w'(t) = 1, (t) (2.26)

7,'(t) =n(zw) S (2.27)
,'(t) = n(z; w) g—; (2.28)

Antes de pasar a las condiciones iniciales es necesario remitirse a la ecuacién
original (1.5) de la cual se obtuvo (1.6).

Como se llega a la ecuacién (1.6) mediante el cambio de variables dt = ds|n
tenemos que:

> ar(t) _ ar d
0 =5"=%"% @29

- _ d‘F (S)
(t) =n % (2.30)

. . . dr (s o .
Como s es la longitud del camino recorrido por el rayo, el vector % es unitario,

de ahi que el moédulo del vector 7(t) sea igual a n(z(t);w(t)). Con esta
informacion las condiciones iniciales quedan como sigue:
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z(ty) = z, (2.31)

w(ty) = wy (2.32)

7,(to) = n(zy; wy)tz, (2.33)
Ty, (to) = n(zg; wo)tw, (2.34)

donde (tzy; tw,) es el vector unitario tangente a la trayectoria del rayo. El valor
de t, puede ser fijado de manera arbitraria. Por comodidad se usar t, = 0.
Podemos escribir las ecuaciones (2.31-2.34) ya en funcién zyw, y m,, de
manera que se ajusten mejor a las variables obtenidas en el experimento:

Z(0) =z, (2.35)

W) = w, (2.36)

7,(0) = 208 (2.37)

mon(Zo;Wo)

Tw (0) = V1+m2

(2.38)

4.2.5 Aplicacion de laley de Snell en la superficie del cristalino
Debido a que en el célculo del trazado del rayo es necesario aplicar la ley de
Snell a la entrada y a la salida del cristalino; se hace necesario desarrollar las

férmulas correspondientes.

La ley de Snell permite calcular la desviacion de la luz al atravesar la superficie
de separacion entre dos medios de indices de refraccion distintos.
Matematicamente se expresa como:

nysen(a,) = nysen(a,) (2.39)
donde n, y n, son los indices de refraccion de los medios, a,y a, los angulos
gue forma con la direccion normal a la superficie el rayo incidente y el refractado

respectivamente (ver figura 4.3).
Para obtener la formulacion que necesitamos tendremos en cuenta que la
superficie que separa ambos medios esta descrita por:

S(z;w) =w?+ (14 Q)z% — 2R, = 0 (2.40)
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Figura 4.3

Representacion esquemaética de la refraccion de la luz.
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Se asume que se conocen el versor que caracteriza el rayo incidente

vy = a,i+b;], los indices de refraccion n, y n, y el versor i = n,i +n,jnormal a
la superficie en el punto de entrada (zy; w,). El objetivo es encontrar una
expresion para el versor refractado v, = a,i+b,j en funcion de ny; n,; v; y 1.
Es facil comprobar que los vectores 7; X7 yv, X i tienen el mismo sentido
(comprobar usando la regla de la mano derecha auxiliandose de la figura 4.4) y
ademas como se cumple que sen(a;) =|7; XA|ysen(a,) = |7, XA, es
posible expresar (2.39) de manera vectorial:
Figura 4.4

Posibles combinaciones de los versores 73, 7; y 7 en la refraccion.

\l'l

(V1 X 1) = ny(v; X )
T XA = %(axm (2.41)
2

La ecuacion (2.41) aun no es suficiente para determinar v,. Para complementar

tengamos en cuenta que los valores (75 ;) y (7, ; fi)tienen el mismo signo (ver
figura 4.4), de ahi que se pueda plantear:

(T2;71) = sgn({V1;7)) V1— sen?(ay)
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(T337) = sgn((B1;)) |1~ ()2sen?(a)

(T3:7) = sgn((@;) 1= CHATKAI2 (242

Aqui sgn(.) es la funcion signo.
Combinando las ecuaciones (2.41) y (2.42) se puede determinar univocamente

el versor 7,. Descomponiendo los versores en sus componentes se obtiene:

npa; — ngb, = Z_:(nb% —ngby)= D1(2.43)

nata +pby = ST A) (1= G201 —nby)? = D, (2.44)

_ Dlnb +D2na
nZ+n?

a, = Dlnb + Dzna (245)

—Ding+D
bz = anlz)zmj = Dznb - Dlna (246)

El versor normal a la superficie 71 en (z,; w,y) se obtiene calculando el gradiente

de la ecuacion (2.40) y luego normalizandolo:

7l = VS(z,W)|(zgwg) = 2[20(1 + Q) — RIi + 2wqj

i [zo(1+Q)—Rli+w,]

n=— = (2.47)
Il J[z0(1+Q)—R]2+w§

Para el caso de la superficie anterior, n; se toma como el indice de refraccion
del medio que rodea el cristalino y n, como n(zy; wy). En la superficie posterior
ny = n(zp; wr) ((z; wy es el punto de salida del rayo) y n, es el indice del medio.
Aungue las formulas anteriores se han desarrollado de manera vectorial, es muy
sencillo obtener el versor 7; teniendo la pendiente m,; del rayo incidente segun

las féormulas:

1
a, = —s
17 Vi4m?

(2.48)

b, = 1= (2.49)

1™ V1i+m2

by

a

m, = (2.50)

De la misma forma, una vez calculado 7, es posible obtener la pendiente m, del

rayo refractado haciendo:
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4.2.6 Calculo del punto de salida del rayo

Una particularidad del calculo del trazo de luz a través del cristalino es que no
sabemos a priori hasta que valor se hard la integracion de la ecuacion diferencial
correspondiente, debido a que este depende del intercepto del rayo con la
superficie posterior. En los métodos F-RK4 y F-RK45 al menos se sabe que la

integracion no debe pasar de z = [, donde [ es la longitud axial del cristalino.

En R-RK4 y R-RK45, donde la variable de integracion es t, no podemos hacer el
mismo razonamiento. Para resolver este problema, la idea es integrar hasta
obtener un punto (z,; w,,) que se encuentre fuera del cristalino y en este punto
se detiene la integracion. Evidentemente el intercepto con la superficie de salida

estara en el trayecto entre (z,—1; Wp—1) Y (Z,; wy,).

La ecuacion de la superficie posterior del cristalino no es mas que la ecuacion
(2.40) desplazada a la posicién z = [:
w2+ (1+Q)(z—-1)2-2R(z—-1)=0 (2.52)

l+—([R-JRZ—(1+Qw?) SiR>0 (2.53)

Q+1

1 2 _ 2 i
l+Q+1(R+\/R (1+Qw?) SiR<O0

Desde el punto de vista numérico la ecuacion anterior no es muy conveniente,

pues se vuelve inestable cuando w toma valores muy pequefios debido al efecto

de cancelacion catastréfica (JR| ~ \/R2—(1+ Q)w? , cuando w ~ 0). En la

implantacién se usard la formula equivalente (2.54) que es mas estable.

1+ w?
R+ RZ—(Q+ w2 SiR>0
Z= (2.54)
[ + w?
R+ JR2—(Q + w2 SiR<0
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Auxiliandose de la formula (2.54) se definira la funcion D(z; w) que cuantifica la

distancia horizontal entre el punto (z; w) y la superficie (2.52):

z—1— w?

R+ /RZ — (Q + D)w? SiR >0
D(z;w) = (2.55)

z—1— w?

R- JRZ—(Q + w2 SiIR<0

Es facil verificar que D(z; w) toma valores negativos cuando (z;w) esta a la
izquierda de la superficie; cero cuando esté sobre ella y positivos cuando esté a
la derecha. Por lo tanto; se usara D(z; w) para determinar el punto (z,; w,) donde

se detendrd la integracion.

Como el punto de salida estara en el ultimo tramo de integracion [x,,_; x,,] (x se
sustituye por t 0 z segun corresponda) la idea es buscar la raiz de D(z;w) en
dicho tramo. Para evaluar D(z;w) en [x,_1; x,], una primera aproximacion es
utilizar el mismo esquema de integracion, sin embargo; esta idea puede ser muy

costosa debido al nimero de evaluaciones de funcién.

El uso de la interpolacion puede ser muy Util en este caso, evitando evaluaciones
de funcion innecesarias. Para el método de RK4 se utilizard un polinomio de
grado tres tal como se especifica en Sharma (1982), dicho polinomio queda
determinado segun la formula:

X € [xn—l; xn]

h=xp41—xp

9 = X—Xn
h

y(x) = (1 - H)Yn + 9yn+1 + 9(9 - 1)[(1 - 29)(}’n+1 - yn) + (9 - 1)hfn + 9hfn+1(2-56)
Para el caso de F-RK4 en la férmula anterior se sustituye x por z; y,, por el vector
(w,;my,) Y f. €s el vector formado por la parte derecha de (2.19-2.20) evaluada

en (z,; w,;my). De forma analoga para R-RK4, x se remplaza por t, y, por
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(zy; Witz twy) Y f, por la parte derecha de (2.25-2.28) evaluada en (t,;
Zn; Woitz,; twy). La férmula (2.56) es un ejemplo de interpolacion de Hermite y
para poder usarla en el dltimo tramo [x,,;x,,+1] €S hecesario una evaluacion extra

de funcién (la que corresponde a f,,11).

Una idea similar se usara con el método RK45. En este caso se usard un
polinomio de grado cuatro. A continuacion, se presentan las correspondientes
férmulas que son descritas en detalle en Dormand y Prince (1986) y Shampine
(1986).

C, =y, (2.57)

C2 = Yn+1 — Yn (2.58)

C3 = hf, — (; (2.59)

Cy = C, — hfyq — C3 (2.60)

Cs = h(difo + Zizs dik; + d7fny1) (2.61)

X € [Xp_1; Xn]

h=xp41 —xp

X—X
g =70
h

(262) y(x)= C;+ 6 {Cz +(1-0)[C3+06(Cy+ (1—-06)C5)] }
Los valores de d; se muestran en la tabla 4.5. La ecuacion (2.62) es
notablemente mas complicada que (2.56) pero permite obtener un error global
de orden cuatro como se demuestra en Dormand y Prince (1986), y Shampine,
(1986), ademas no es necesario una evaluacion extra de funcioén ya que f,,,, se

obtiene de K.

Tabla 4.5
Coeficientes d; usados en las formulas (2.57-2.61)
d: ds da ds ds ds
8748747970 70198025287 699979
12715105075 0 10690763975 5 1453857185 45
3270041079 19931678963 293804
11282082432 9 1880347072 2 822651844 23
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Finalmente, las ecuaciones (2.56) y (2.62) pueden ser usadas para parametrizar

D(z; w) en [x,; x,4+1] Y aplicar el algoritmo de biseccidn para encontrar el punto

de intercepcion con la superficie.

4.3 El modelo de GRIN biparabdlico
El modelo biparabdlico dado por la ecuaciéon (1.3) propone describir el GRIN
mediante dos polinomios cuadraticos de la forma:

ny(z; w) = n,0 + ng1z% + ny2z + ny3w? (2.63)

np(z;w) = n,0 + nylz® + n,2z + n,3w? (2.64)

Las funciones n,(z;w) y np(z;w) representan el GRIN en la parte anterior y
posterior del cristalino respectivamente. Dichas partes estan divididas por un
plano imaginario situado en la posicibn z = d tal como se muestra en la

siguiente figura. Finalmente, el GRIN queda definido por:

Figura 4.5

Plano imaginario que divide el cristalino en el modelo biparabdlico.

Eje W

0 d ey 1
n(z;w) = ny(z;w) paraz < d (2.65)
np(z;w) paraz = d
y los parametros n,0;n,1; ...;n,3 se escogen de manera tal que n(z;w) € Cly
que alcance su valor maximo en el nacleo del cristalino (d; 0). En ny(z; w) la
coordenada z se mide a partirde z = 0y ennp(z; w) a partirde z = d.
En lugar de intentar encontrar cuéles son las relaciones entre los parametros

ng0;ng1; ...;np3 que garantizan la definicibn anterior de n(z;w), se
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transformaran n,(z;w) y np(z;w) de manera que sus parametros sean
independientes. Esto simplificara el problema de optimizacion.

Es facil verificar que la definicién de n(z; w) conlleva a que:

ony(z;w)

onp(z;w)
o aw) = 5 low) = 0 (2.66)

0z

Ambas derivadas son iguales debido a que n(z;w) € C! y que sean cero viene

dado porque n(z; w) en el punto (d; 0) tiene un maximo (nucleo del cristalino) y
aque Z—Z no depende de w. Por lo tanto:
2n,1d +ng,2 =0 (2.67)
ny,2=0 (2.68)

En las ecuaciones (2.63-2.64) podemos, sin perder generalidad, remplazar z por
z + d (es decir, la coordenada z se mide ahora a partir de z = d en ambas
ecuaciones) para obtener:

ny(z;w) = n,0 + ny1(z — d)? + ny3w? (2.69)

np(z; w) = n,0 + ny1(z — d)? + ny,3w? (2.70)

También tiene que cumplirse que:

0 ; [o] ;
RAEW) | oy = TRED L (2.71)

ow

ow
por lo tanto, n,3 = n,3 = n, . Por Ultimo, se tiene que n,(d; w) = np(d; w) por lo
tanto n,0 = n,0 = ny, quedando finalmente:

ny(z; w) = ny + ng1(z — d)? + ngw? (2.72)

np(z;w) = ny + ny1(z — d)? + now? (2.73)
Es decir:
n(z; w) =|ny +n,1(z—d)? + now? para z < d(2.74)

ny +ny1(z — d)* + now? paraz=>d

Por lo tanto, nuestro modelo de GRIN biparabdlico y por ende la funcién 13(7))
definida en (2.1) dependeran de cinco parametros independientes:

e d: distancia a la que se encuentra el nucleo del cristalino desde su

cara anterior.
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e ny: valor del indice de refraccion en el nacleo.
e n,1: caracteriza la variacion axial del GRIN en la parte anterior.
e n,1: caracteriza la variacion axial del GRIN en la parte posterior.

e n,: caracteriza la variacion radial del GRIN.

Hasta aqui se ha descrito la forma de calcular el trayecto de la luz a través del
cristalino y se han definido los parametros del modelo de GRIN biparabdlico, con
lo que es posible evaluar la funcion (2.3) dado un conjunto de mediciones
experimentales del trayecto de la luz antes y después del cristalino (vectores x,
e y,). Como se dijo con anterioridad, la idea es que estas mediciones puedan ser
obtenidas de un experimento sencillo. A continuacién, se describe dicho

experimento.

4.4 El experimento

Como nuestro método para la reconstruccién del GRIN se basa en mediciones
experimentales del trayecto de la luz al atravesar el cristalino, se hace necesario
describir una via para obtener dichas mediciones.

Un experimento sencillo para lograr este objetivo se muestra en la siguiente
figura.

Figura 4.6

Experimento para el trazado de rayos

W

o=

c— L ie==r ]

et i

Cada uno de los elementos sefalados con nidmeros se describen a continuacion:

1. Tanque de cristal transparente.
2. Fluido de indice de refraccion conocido con pequefias particulas
suspendidas que le permitan dispersar la luz y hacer visible la trayectoria

de esta en su interior.
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Cristalino. Esta ubicado con la cara anterior hacia abajo.
Pedestal que sirve de soporte al cristalino.

Laser.

o g b~ w

Espejo montado sobre un soporte movil que le permite desplazarse
lateralmente.

Representa el eje optico del cristalino.

Haz de luz laser que se refleja en el espejo (6) y entra al cristalino paralelo

al eje oOptico (7) saliendo por la cara posterior.

La esencia del experimento consiste en mover el espejo (6) para dirigir el rayo
de luz a cualquier posicion a lo largo del eje W determinandose asi el punto de
entrada en la superficie anterior del cristalino. Luego, como el fluido del tanque
dispersa la luz, la direccion y el punto de salida del rayo en la cara posterior son
observables. Usando una camara digital se puede obtener una imagen de la
parte frontal del tanque y de esta extraer la posicion y la direccion de salida del

rayo en el plano ZW . A continuacion, se describe como hacer esto.

4.4.1 Obtencién del punto y direccion de salida del rayo a partir de la
imagen.

Una vez obtenida la imagen que muestra el trayecto del laser, lo primero es
establecer cudl es el tamafio de los pixeles. Esto se logra ubicando distancias

conocidas en la imagen y midiendo el numero de pixeles correspondientes.

En concreto, puede moverse el espejo a dos posiciones distintas y luego medir
la distancia en pixeles que separan los rayos. Una vez hecho esto, a cada pixel
de la imagen puede asignarsele la correspondiente coordenada en el plano ZWW/.
Para determinar la pendiente del rayo de salida debemos obtener una imagen
binaria donde los pixeles correspondientes al trazo tengan intensidad 1 y los
demas 0. La ecuacion de la recta se determina entonces mediante un ajuste por

minimos cuadrados.

Con la ecuacion de la recta se tiene el valor de la pendiente e interceptandola
con la cara posterior del cristalino se obtiene el punto de salida. Para lograr la
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imagen binaria puede aplicarse un procedimiento sencillo: cada fila de la imagen
se normaliza segun el pixel de mayor intensidad (que debe pertenecer al trayecto
del rayo), luego se toma 0.95 (o un valor similar) como umbral (Jones, Atchison,
Meder, & Pope, 2005).

4.5 Lenguajes de programacion y bibliotecas de funciones

Para la implementacién de los programas creados en este trabajo se emplearon
los lenguajes C++ y Python 2.7. En concreto, el calculo del trazado del rayo se
implementd en C++, para la optimizacion se usé el médulo Scipy (http://scipy.org)
de Python y para la realizacion de los graficos Matplotlib (http://matplotlib.org).
También se uso la biblioteca Boost (http://www.boost.org) de C++ para realizar

calculos con aritmética de alta precision.
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CAPITULO V
EXPERIMENTACION Y RESULTADOS
En la primera seccion de este capitulo se comparan los métodos descritos en el
capitulo anterior para el calculo de la trayectoria del rayo a través del cristalino,
con el objetivo de escoger el mas eficiente. En las proximas secciones se
presentan los resultados de la realizacion de experimentos numéricos en aras
de evaluar el método de reconstruccion del GRIN, para el caso concreto del
modelo biparabdlico. En estos experimentos se analiza la influencia de los
errores de las mediciones experimentales en la exactitud de la reconstruccién

del GRIN, asi como el nUmero de mediciones a tener en cuenta.

5.1 Comparacion de los métodos para el calculo de la trayectoria de la luz
Como se vio en el capitulo anterior, poder calcular eficientemente la trayectoria
de la luz a través del cristalino, es de vital importancia. Esto se debe a que la
funcion de meérito (2.3) depende directamente de esto. En esta seccion se
comparan los métodos para realizar dicho calculo: F-RK4, F-RK45, R-RK4 y F-
RK45, descritos anteriormente (ver tabla 4.1). Los resultados que se muestran a
continuacion fueron publicados en Cruz-Rodriguez, Batista-Planas, Nufiez-

Chongo, Mufioz-Villaescusa y Batista-Leyva (2015).

Como criterio de comparacion se tomo el nimero de evaluaciones de funcién (en
F-RK4 y F-RK45 esta funcion se refiere a la parte derecha de las ecuaciones
(2.19-2.20) y en R-RK4 y R-RK45 a la parte derecha de las ecuaciones (2.25-
2.28)) necesarias para alcanzar un determinado error en el calculo del punto de

salida del rayo (zs; wy) (concretamente en wy pues zy esta determinada por la

ecuacion de la superficie posterior) y su pendiente wy.

Cada uno de los métodos se implemento en el lenguaje C++ usando aritmética
de punto flotante de 64 bits (variable del tipo double). Los resultados de cada
método, se compararon con los obtenidos usando el esquema de Runge-Kutta
de paso adaptativo RK853 descrito en Press, Teukolsky, Vetterling y Flannery
(2007), y el tipo de datos float128 definido en la biblioteca Boost de C++.
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El tipo float128 garantiza de 34 a 35 digitos decimales significativos exactos en
la representacion de numeros reales, en contraste con el tipo double que solo

garantiza de 15 a 16.

La combinacion de la aritmética de alta precision del tipo float 128 y del esquema
RK853 fueron suficientes para obtener resultados con al menos 16 cifras
significativas exactas, lo que desde el punto de vista numérico puede

considerarse exacto si se trabaja con el tipo de datos double.

Para la comparacion se tomaron 50 puntos de entrada en la cara anterior del
cristalino, comenzando en w = 0 y terminando en w = 3 con paso uniforme,
solo se consideraron valores positivos de w por la simetria a radial del GRIN.
Tanto para wy como para my se obtuvieron el numero de evaluaciones
necesarias para obtener errores absolutos menores o0 iguales que:
1072;1073; ...; 10714,

En las siguientes tablas se muestran los valores usados para los parametros del
GRIN vy las superficies del cristalino, dichos valores fueron tomados de Mufioz-
Villaescusa, Nufiez-Chongo y Batista Leyva (2014). Como indice de refraccion
para el medio que rodea el cristalino se tomo el del agua: 1.3330, muy similar al
de los medios reales.

Tabla 5.1
Parametros del GRIN

d gIN "al "pl No

1:59 1:407 0:015427 0:006605 0:001978
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Tabla 5.2

Parametros de la superficie del cristalino

Superficie Esfericidad (Q) Radio (R) Posicion
Anterior -0.94 12.4 0.0
Posterior 0.96 -8.1 4.02

Las figuras 5.1 y 5.2 muestran la relacion entre error absoluto y nimero de

evaluaciones necesarias para el calculo del punto de salida wy y la pendiente m,

con los métodos: R-RK4, F-RK4, R-RK45 y F-RKA45.

Como se aprecia, usando el esquema numeérico RK4 el numero de evaluaciones
crece bruscamente cuando se exige un error muy pequefio, aunque para valores
del error mayores que 1077 la cantidad de evaluaciones es menor que las

requeridas por RK45.

Este comportamiento se explica porque para errores grandes tiene un mayor
peso en el total de evaluaciones las seis necesarias por iteracion en RK45 en
comparacion con las solo cuatro necesarias en RK4. Sin embargo, cuando se
exige un error muy pequefio la seleccion adaptativa del paso compensa esta
diferencia disminuyendo la cantidad de iteraciones necesarias en RK45 en
comparacion con RK4.

De las graficas 5.1 y 5.2 es evidente que el esquema numeérico RK45 es mas
conveniente para el calculo de la trayectoria sobre todo cuando se requieran
soluciones lo mas exactas posible. En cuanto a que ecuacion es la mas
conveniente, en las graficas se aprecia que los métodos basados en la resolucién
de la ecuacién derivada del principio de Fermat F-RK45 y F-RK4 necesitan
menos evaluaciones que los correspondientes métodos basados en la ecuacion
del rayo R-RK45 y R-RK4.
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No obstante, teniendo en cuenta que la diferencia no es notable y que son
ecuaciones distintas se realiz6 una comparacion adicional considerando el

tiempo de ejecucion.

En la figura 5.3 se muestra la comparacion correspondiente a los métodos F-
RK45 y R-RK45 (solo es necesario comparar usando el esquema mas eficiente).
La grafica 5.3 se obtuvo promediando el tiempo de ejecucion de los 50 trazos
para cada uno de los errores absolutos, para esto se empleé una maquina con
procesador Intel(R) Celeron(R) CPU E3400 a 2.60 GHz y 2 GB de RAM.

Figura 5.1

Error absoluto contra nimero de evaluaciones en el calculo del punto de salida wy.

e
. 1 1 b8 4 0 b e BB
10° by N {iia ........ ........ ....... ....... ....... ‘| Y~ F-RK4 |-
: § ‘ 3 H 3 : i : H R-RK45

~{e—e F-RK45

NuUumero de evaluaciones de funcién

] 1 | I ] 1 | I ] I 1 i 1
107" 1021072 107" 1072 10 10°%.1077 107° 10™° 107* 102 10°°
Error absoluto

Figura 5.2

Error absoluto contra nimero de evaluaciones en el calculo de la pendiente de salida

106 T T T T T T T T T l T 1 T
Nd oF ¢ b4 b b 5 i|e-wRRKE
(oS SO G . . - — e L 5 R

. ' : : : : : : H R-RK45
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o
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| e F-RK45

Numero de evaluaciones de funcion

101 x 1 : 1 I 1 | | | | . L 1 L 1
107 %107 2107 107" 107 10°* 20°% 9077 107 207 107 107 107%
Error absoluto
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Figura 5.3

Error absoluto contra tiempo de ejecucion en el calculo del punto de salida wy
(superior) y la pendiente de salida my (inferior).

1.2
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10 1o 1= g7 M aer % a7 10=°F 107 agrtaorEeTt anT 1972
Error absoluto

De acuerdo a la gréfica 5.3 el método F-RK45 es ligeramente mas eficiente que
R-RK45, por lo que se usara para el célculo del trazado de rayos. De cierta
manera, que el esquema RK45 sea mas eficiente que RK4 es un resultado
esperado, pues los métodos de paso adaptativo se crearon precisamente para

aumentar la eficiencia en comparacion con los de paso fijo.

Por otra parte, lo mas notorio es que la ecuacién derivada del principio de Fermat
(2.18) sea mas conveniente que la clasica ecuacion del rayo (1.6). Aunque la
diferencia no es muy marcada, hay que destacar que el método F-RK45 requiere
aproximadamente la mitad de la memoria que R-RK45, pues en el primero se
trabaja con solo dos ecuaciones (2.19-2.20) mientras que en el segundo con
cuatro (2.25-2.28).

Por otra parte, la pequefia diferencia puede llegar a ser notable cuando se
resuelva el problema de optimizacién (2.2), para lo cual se necesita trazar miles

de rayos.

5.2 Sensibilidad de la funcion de mérito a los parametros del GRIN
Para evaluar la sensibilidad de la funcion de mérito (2.3) a la variacion de los

parametros del GRIN se calcularon 100 trayectorias tomando w, uniformemente
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desde -3 hasta 3. Los parametros del GRIN y de las superficies del cristalino son

los especificados en las tablas 5.1y 5.2.

Una vez definida la funcion de mérito segun (2.3) se varié cada uno de los
parametros del GRIN de manera independiente y se graficé la correspondiente
respuesta de la funcion de mérito. La grafica 5.4 muestra los resultados
obtenidos variando cada uno de los parametros del GRIN en un 25 por ciento,
es decir, cada parametro de la tabla 5.1 se vario en el intervalo [xo - 0:25x%o; Xo +
0:25x0] manteniendo el resto constantes (aqui xo se sustituye por los valores de

ny; Na1; Np1; Mo 0 d segun la tabla 5.1).

En la figura 5.4, el parametro ny (indice de refraccion en el nicleo) es el de
mayor peso en la funcién de mérito. Note que variar ny provoca un cambio en la
funcidon de mérito mucho mayor que los demas parametros (aproximadamente
103 veces mayor), esto puede traer consigo que ny tenga una importancia en el
proceso de optimizacion desproporcionada con respecto a los otros parametros
del GRIN. Afortunadamente el indice de refraccion en el nacleo ha sido bien
estudiado por lo que es posible acotar los valores de ny a un rango

fisiologicamente correcto.

En la grafica superior de la figura 5.4 no existe gran diferencia entre n,;; n,,; 1o
y d, sin embargo, n, tiene el mayor peso. Esto se explica porque la luz al moverse
en un medio de GRIN tiende a curvarse hacia la direccién del gradiente de indice
de refraccion y es precisamente n, el pardmetro que determina la direccion radial

de dicho gradiente.
Como en nuestro caso la luz se mueve predominantemente en la direccion axial,

es logico que la componente radial del gradiente sea la que mas influya sobre la

desviacion del rayo.
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Figura 5.4
Variacién de la funciébn de mérito G(cy;cy; ...; cy) CON respecto a los parametros del
GRIN.
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Obviamente las graficas de la figura 5.4 no caracterizan el comportamiento de la
funcidon de mérito para todos los valores posibles de los parametros del GRIN,
no obstante, brindan una idea general de su sensibilidad a dichos parametros.
Para otras cantidades de trazos y otros valores de los pardmetros del GRIN (que
se generaron aleatoriamente, pero manteniendo la coherencia fisica del

problema) se obtuvieron resultados similares a los presentados anteriormente.

5.3 Evaluacion del método para la reconstruccion del GRIN

Para evaluar el desempefio del método obtenido se realizaron una serie de
experimentos numéricos con datos simulados. Con el fin de determinar la
influencia del nimero de mediciones en la construccién del GRIN, se realizaron
pruebas variando esta cantidad. También se realizaron pruebas afiadiendo un
error gaussiano a los datos de entrada (punto y direccion de salida del rayo de

luz).

Se escogieron dos métodos para realizar la minimizacion de la funcion de mérito.

El primero es el método SIMPLEX (funcidn scipy. optimize. fmin ()), este tiene la

ventaja de necesitar solamente evaluaciones de funcién y en su contra el ser
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relativamente lento comparado con métodos que usan la informacion del
gradiente (Nelder & Mead, 1965).

El segundo algoritmo es el de quasi-Newton BFGS (Nocedal & Wright, 2006)
(funcién scipy. optimize. fmin bfgs ()), que a diferencia del método SIMPLEX, en
este caso es necesario suministrar una forma de evaluar el gradiente de la
funcion de mérito. Como no se cuenta con una expresion analitica del gradiente,

este es aproximado a través de diferencias finitas.

Debido a que el resultado final es la reconstruccion del GRIN en cristalinos
humanos es necesario limitar los valores permisibles de los parametros para
impedir que se obtengan resultados alejados de la realidad o fisicamente
incorrectos, como por ejemplo valores del indice de refraccion menores que 1.
La tabla 5.3 muestra las restricciones tipo caja usadas para cada uno de los

parametros.

Segun Bass (2010), el indice de refraccion en el nucleo varia entre 1.39y 1.41,
en nuestro caso se escogioé un rango mas amplio empezando 1.38 y terminando
en 1.42. Para d se tuvo en cuenta que segun estudios realizados con MRI, su
valor es aproximadamente 41% de la longitud axial del cristalino, lo que en este
caso seria aproximadamente 1.648, asi que se escogio el intervalo [1.0; 2.0]
(Jones, Atchison, Meder, & Pope, 2005).

Para n,; y np, Se tuvo en cuenta que deben ser menores que 0y que los valores
del indice de refraccion no pueden ser menores que 1 en los puntos (0; 0)
(superficie anterior), (4.02; 0) (superficie posterior). La misma idea se aplicé para
n, para garantizar valores del indice mayores que 1 en los puntos (d;—3) y
(d; +3).

En realidad, las restricciones en ng,y;n,; Y no No garantizan que el indice de
refraccion sea mayor que 1 en todos los puntos de cristalino, sin embargo, son

una primera aproximacion para acotar el espacio de busqueda. Note, ademas,
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que segun los valores de n,;n,; Y no dados en la tabla 5.1, los respectivos

intervalos de la tabla 5.3 pudieran reducirse ain mas.

Tabla 5.3

Restricciones de caja para los parametros del GRIN

d "N "al "pl No

[1; 2][1.38; 1.42] [0.38;0.0] [0.09; 0.0] [ 0.42; 0.0]

En la realizacion de los experimentos numéricos se pudo comprobar que la
funcion de mérito (2.3) tiene varios minimos locales que en general estan muy
cercanos entre si. Esta situacion complejiza la busqueda de un minimo global y

por ende la reconstruccion del GRIN.

Para dar solucion a este problema se decidié combinar el algoritmo de busqueda
global BASIN- HOPPING (funcion scipy. optimize. Basinhopping ()) con los de
busqueda local SIMPLEX y BFGS. El algoritmo BASIN- HOPPING no garantiza
gue se encuentre el minimo global, pero los resultados son mucho mejores que
cuando solo se usan los métodos de busqueda local (Wales & Scheraga, 1999;
Wales, 2003).

Para evaluar la exactitud de la reconstruccion del GRIN, se calculé el maximo
valor absoluto de la diferencia entre el GRIN nominal (definido por los valores de
la tabla 5.1) y el GRIN reconstruido. Las diferencias se calcularon sobre una
rejilla regular (con paso 1072) de puntos dentro del cristalino. Se tomaron los
puntos contenidos entre las caras del cristalinoy entre w = 3yw = 3, para un
total de 19532 puntos.

5.3.1 Exactitud en lareconstruccion del GRIN
En la figura 5.5 se muestra los errores en la reconstruccion del GRIN en funcién
del error en las mediciones del punto y la direccibn de salida del rayo.

Nuevamente se simularon 100 trazos y tanto a los valores de wy como a my se

les afiadi6 un error gausiano con desviacion estandar (o) igual a:
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1071;1072;1073;107%; 1075 y10~°para cubrir desde errores muy grandes a muy
pequefios. Para cada error se realizaron un total de 50 reconstrucciones del
GRIN.

Figura 5.5

Error en la reconstruccion del GRIN.
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Como es de esperar, el error en la reconstruccion del GRIN decrece a medida

gue disminuyen los errores en los datos de entrada. También es apreciable que
los resultados no difieren de manera significativa al usar el método SIMPLEX o
BFGS, aun cuando en este ultimo el gradiente es aproximado por diferencias
finitas. Se observd ademas que usando BFGS el tiempo necesario para obtener

la reconstruccion del GRIN es mucho menor que cuando se usa SIMPLEX.

Para un error en los datos de entrada con desviacion estandar ¢ = 1073, se
obtienen errores en la reconstruccion del GRIN menores a 1072, por lo tanto, es
recomendable que en la realizacion de experimentos reales se tome ¢ = 1073

como mayor error permisible para los valores de wy y mg.

En la figura 5.6 se han representado las diferencias entre el GRIN nominal y el
reconstruido en cada punto de la rejilla, para cada error se escogi6 la mejor de
las 50 reconstrucciones. Las escalas de colores se omitieron pues solo interesa
mostrar como se distribuye el error en el area del cristalino y no su valor, pues
ya esté representado en la figura 5.5 (en la figura 5.6 el color rojo corresponde a
los mayores errores y el azul a los menores).

Para todos los casos el mayor error en la reconstruccién del cristalino se
encuentra en las zonas cercanas a las superficies. Esto es un resultado
conveniente ya que en la practica es muy dificil hacer estimaciones del indice de
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refraccion en el interior del cristalino, mientras que para las superficies es posible
hacer mediciones directas con refractometros de Abbe (Huggert, 1948; Weale,
1963).

Conocer la magnitud del error en la reconstruccion del GRIN todavia no es
suficiente para determinar la utilidad del método obtenido, es necesario verificar
que el GRIN reconstruido puede ser incluido en el modelo 6ptico del ojo humano

(Mufioz-Villaescusa, Nuiiez-Chongo, & Batista Leyva, 2014).

Téngase en cuenta que en el modelo del ojo los rayos que entran al cristalino
luego de atravesar la cornea en general no lo hacen paralelos al eje optico (ver
figura 5.7) y la reconstruccion del GRIN solo se basa en el trazado de rayos que
si lo hacen. Para obtener el error que se comete al sustituir el GRIN nominal por
el reconstruido, se calcul6 el valor absoluto promedio de la diferencia entre el
valor del intercepto en el eje 6ptico (Zsna en la figura 5.7) obtenido usando el
GRIN nominal y el obtenido usando el reconstruido. Para construir la grafica 5.8
se realizaron 100 trazos con paso uniforme desde w = —3 hastaw = 3, pero
esta vez empezando desde la cérnea. Para obtener el punto y la pendiente de
entrada en el cristalino se sigui6 el procedimiento descrito en Mufioz-Villaescusa,
Nufiez-Chongo y Batista Leyva (2014).

Figura 5.6

Distribucion espacial del error en la reconstruccion del GRIN.
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Los resultados mostrados en la figura 5.8 evidencian que hay una relacion directa
entre el error en la reconstruccién del GRIN y el que se comete al sustituirlo en
el modelo optico del ojo, lo que demuestra que es factible usar el GRIN
reconstruido en el modelo del ojo, aunque para o = 1071 y ¢ = 1072 estos errores

pueden ser demasiado grandes.

5.3.2 Influencia del nUmero de trazos en la reconstruccion del GRIN

Algunos experimentos numéricos fueron realizados variando la cantidad de
rayos usados para definir la funcion de mérito (2.3). La figura 5.9 muestra el error
en la reconstruccion del GRIN en funcién del numero de trazos (nimero de

mediciones de wy y my) para un error de o = 1073,
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Como se muestra en la figura 5.9, a partir de 60 la cantidad de trazos a usar no
influye significativamente en la exactitud con que se reconstruye el GRIN. Sin
embargo, se observd que con el aumento del nUmero de rayos el algoritmo
BASIN-HOPPING necesita menos iteraciones para obtener los mismos
resultados.

Esto quiere decir que a medida que se aumenta el nimero de trazos, la
combinacion optima de pardmetros del GRIN queda mejor determinada.
Figura 5.9

Influencia del nUmero de trazos en la reconstruccion del GRIN.
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La principal conclusion aqui, es que en el caso de contar con pocas mediciones
experimentales se deben realizar muchas iteraciones del método BASIN-
HOPPING, para obtener resultados similares a los que se obtendrian con

muchas mediciones.
Otro resultado importante, es que el aumento en el tiempo de ejecucién que

supone trabajar con un numero de rayos muy grande, puede ser compensado al

necesitar menos iteraciones para el algoritmo de busqueda global.

70



CONCLUSIONES

El estudio tedrico realizado para la fundamentacién de la investigacion y los

resultados experimentales obtenidos, nos permiten arribar a las siguientes

conclusiones:

El método para el calculo del trazado de rayos a través del cristalino
F-RK45 (ecuacion derivada del principio de Fermat con esquema de
integracion RK45) resulté ser el mas eficiente GRIN. Por lo tanto,
puede ser usado como parte del método de reconstruccion del GRIN.
Se implementé el método para la reconstruccion del GRIN en
cristalinos de manera satisfactoria. Aunque los experimentos
numeéricos se realizaron para el modelo de GRIN biparabdlico, el
método puede ser usado para cualquier otro modelo.

La existencia de varios minimos locales de la funcién de meérito, hace
necesario el uso combinado de un algoritmo de busqueda global con
uno de busqueda local.

Los resultados obtenidos con los algoritmos SIMPLEX y BGFS son
similares, no obstante, es recomendable el método BFGS por ser
mas eficiente.

Para errores en los valores del punto y la direccién de salida del rayo
lo suficientemente pequefios (con desviacion estandar menor que
1073) el GRIN puede ser reconstruido con gran exactitud.

Se pudo determinar que con 60 trazos es suficiente para realizar la
reconstruccion del GRIN con buena exactitud. Ademas, el aumento
de la cantidad de trazos hace posible que sean necesarias menos

iteraciones para la busqueda del minimo global.
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RECOMENDACIONES

Con el fin de dar continuidad al trabajo realizado, se hacen las siguientes

recomendaciones:

Hacer los cambios necesarios para que el método pueda responder a
experimentos mas complejos, donde los rayos de luz en general no entren
al cristalino paralelos al eje Optico.

Extender el estudio a otros modelos de GRIN existentes. En particular a
modelos polinomiales de mayor orden que el biparabdlico.

Realizar el estudio para direcciones de salidas del rayo con una
desviacion estandar mayor o igual a 10~2 para determinar la exactitud de
reconstruccion del GRIN.

Plantear el estudio con una menor cantidad de trazos se puede obtener

una buena reconstruccion del GRIN.
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ANEXO A

Encuesta para determinar el coeficiente de conocimiento de los expertos.
Objetivo: Determinar el nivel real de competencia en la tematica objeto de estudio d
e los posibles expertos.
Usted fue seleccionado como posible experto, teniendo en cuenta su aval y
experiencia en el campo objeto de estudio. Se le solicita que responda las siguientes
interrogantes con el objetivo de poder llevar feliz termino la investigacion. Se le
agradece de antemano su cooperacion. Muchas gracias.
Tematica que se investiga: Método para la reconstrucciéon del GRIN en cristalinos.
Nombre y apellidos:  Centro de trabajo: Grado cientifico:

Categoria docente:
Afos de experiencia docente:

1. Se le solicita que usted valore su nivel de competencia sobre la problematic
a que se investiga, marcando con una cruz el valor que considere en una

escala de 1 al 10 (la maxima competencia se corresponde con el #10).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2. En la siguiente tabla, le proponemos que indique con una cruz en cada fila,
el grado de influencia (alto, medio, 0 bajo) que tienen en sus criterios cada
fuente de argumentacion y marque con una X la que considere que mas

influido.

., Grado de influencia
Fuentes de argumentacion

Alto Medio Bajo

1. Analisis tedrico realizado por usted.

2.Su propia experiencia

3.Trabajos de autores nacionales

4.Trabajos de autores extranjeros

5. Su propio conocimiento del problema.
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ANEXO B

Tabla para determinar las fuentes de argumentacion y su grado de influencia

Fuentes de argumentacion

Grado de influencia

Totales

Alto Medio Bajo
1. Andlisis teoricos sobre el tema. 0.3 0.2 0.1
2. Experiencia. 0.5 0.4 0.2
3. Fuentes nacionales consultadas. 0.05 0.05 0.05
4. Fuentes extranjeras consultadas. 0.05 0.05 0.05
5. Conocimiento del problema. 0.05 0.05 0.05
6. Intuicion 0.05 0.05 0.05

1.0 0.8 0.5

Tabla : Para determinar el coeficiente de argumentacion Ka.
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ANEXO C

Tabla para la determinacion del coeficiente autovalorativo K para la seleccion de

expertos.
Expertq Coeficiente de Coeficiente de Coeficiente aut Nivel
conocimiento k¢ argumentacion Kk valorativo k

1 0,8 0,9 0,85 alto
2 0,8 0,9 0,85 alto
3 0,8 1 0,90 alto
4 0,8 0,9 0,85 alto
5 0,8 1 0,90 alto
6 0,8 0,9 0,85 alto
7 0,8 0,9 0,85 alto
8 0,4 0,5 0,45 bajo
9 0,4 0,5 0,45 bajo
10 0,6 1 0,80 alto
11 0,6 1 0,80 alto
12 0,8 1 0,90 alto
13 0,2 0,7 0,45 bajo
14 1 1 1 alto
15 1 1 1 alto
16 1 1 1 alto
17 1 1 1 alto
18 0,2 0,7 0,45 bajo
19 1 1 1 alto
20 1 1 1 alto
21 1 1 1 alto
22 0,6 1 0,80 alto
23 1 1 1 alto
24 1 1 1 alto
25 0,6 0,8 0,70 medig
26 1 0,9 0,95 alto
27 1 0,9 0,95 alto
28 1 1 1 alto
29 0,2 0,8 0,50 medig
30 0,6 1 0,80 alto
31 0,2 0,8 0,50 mediqg
32 1 0,9 0,95 alto
33 0,2 04 0,30 bajo
34 0,2 0,4 0,30 bajo
35 0,6 1 0,80 alto
36 0,6 0,9 0,75 medig
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ANEXO D

Tabla Coeficiente de competencia de los expertos seleccionados.

Promedio de competencia: 0,83 alto

Experto Coeficiente de Coeficiente de Coeficiente aut Nivel
conocimiento kc argumentacion ka valorativo k
1 0,8 0,9 0,85 alto
2 0,8 0,9 0,85 alto
3 0,8 1 0,90 alto
4 0,8 0,9 0,85 alto
5 0,8 1 0,90 alto
6 0,8 0,9 0,85 alto
7 0,8 0,9 0,85 alto
8 0,6 1 0,80 alto
9 0,6 1 0,80 alto
10 0,8 1 0,90 alto
11 1 1 1 alto
12 1 1 1 alto
13 1 1 1 alto
14 1 1 1 alto
15 1 1 1 alto
16 1 1 1 alto
17 1 1 1 alto
18 0,6 1 0,80 alto
19 1 1 1 alto
20 1 1 1 alto
21 0,6 0,8 0,70 medio
22 1 0,9 0,95 alto
23 1 0,9 0,95 alto
24 1 1 1 alto
25 0,2 0,8 0,50 medio
26 0,6 1 0,80 alto
27 0,2 0,8 0,50 medio
28 1 0,9 0,95 alto
29 0,6 1 0,80 alto
30 0,6 0,9 0,75 medio
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ANEXO E

Encuesta a expertos
Objetivo: Valorar por parte de los expertos la factibilidad de la propuesta de un

método para la obtencion de los pardmetros que caracterizan la distribucién de
indices de refraccion (GRIN) en cristalinos humanos, a partir de mediciones de la
trayectoria de un rayo de luz antes y después de atravesar el cristalino. Para
evaluar el método se utiliz6 como caso de estudio un modelo de GRIN biparabdlico.
Estimado(a) colega, se esta llevando a cabo una investigacion con el objetivo de
ofrecer una solucion basada en un modelo de Runge-Kutta para determinar la
incidencia que tiene el trayecto de la luz a través del cristalino.

Se necesita que aporte su criterio, luego de consultar dicha propuesta, referente a
las cuestiones que seguidamente se le expone teniendo en cuenta la siguiente

escala valorativa:
Categorias para la evaluacién

Criterios Categorias Puntuacion para la
evaluacion
Muy adecuada C1l 5
Adecuado Cc2 4
Poco adecuado C3 3
Inadecuado C4 2
Sin opinion C5 1

Para elaborar la propuesta de solucidén se tuvo en cuenta una estructura, la cual
solicitamos que valore a partir de los indicadores que a continuacion se le brinda:
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Tabla: Valorar por parte de los expertos la propuesta de solucion a partir de los
indicadores siguientes:

Indicadores Categorias

Cl| C2| C3| C4| C5

Contribucion de los parametros que caracterizan el GRIN del
cristalino como un problema de optimizacion (I1).

Pertinencia del problema matematico que supone la
reconstruccion del GRIN en cristalinos a partir del trazado de
rayos (12).

Posibilidades de los métodos de Runge-Kutta con paso adaptativo
utilizando las llamadas formulas de integracion embebidas paral
obtener las aproximaciones (13).

Contribucion del modelo biparabdlico para describir el GRIN
mediante dos polinomios cuadraticos (l4).

Pertinencia del uso de la interpolacién para evitar evaluaciones de
funcion innecesarias (Is).

Pertinencia del plano imaginario que divide el cristalino en el
modelo biparabdlico (le).

Pertinencia de los cinco parametros independiente del modelo de
GRIN biparabdlico, con lo que es posible evaluar la funcién (2.3)
dado un conjunto de mediciones experimentales del trayecto de
la luz (I7).

Contribucion del método para la obtencién de los parametros que
caracterizan el GRIN en cristalinos humanos in vitro, a partir de
mediciones de la trayectoria de un rayo de luz (ls).

83




ANEXO F

Resumen de los resultados para cada categoria segun la opinién de

los expertos encuestados.

Indicadore] C1 C2 C3 C4 C5 Total
l1 27 3 0 0 0 30
2 24 6 0 0 0 30
I3 19 11 0 0 0 30
l4 19 10 1 0 0 30
Is 21 8 1 0 0 30
le 23 7 0 0 0 30
I7 18 12 0 0 0 30
s 23 7 0 0 0 30

Total 174 64 2 0 0 240

Tabla : Matriz de frecuencias

Indicadores C1l C2 C3 C4 C5
11 27 30 30 30 30

12 24 30 30 30 30

13 19 30 30 30 30

14 19 29 30 30 30

15 21 29 30 30 30

16 23 30 30 30 30

17 18 30 30 30 30

18 23 30 30 30 30
Total 174 238 240 240 240

Matriz de frecuencias acumuladas
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ANEXO G

Tabla: Matriz de frecuencias relativas acumuladas y determinacion de los puntos de

corte.

Indicadores C1 Cc2 C3 C4 C5

11 0,9000| 1,0000| 1,0000{ 1,0000| 1,0000
12 0,8000| 1,0000| 1,0000{ 1,0000| 1,0000
13 0,6333| 1,0000| 1,0000{ 1,0000| 1,0000
14 0,6333| 0,9667| 1,0000{ 1,0000f 1,0000
15 0,7000| 0,9667| 1,0000] 11,0000 1,0000
16 0,7667| 1,0000/ 1,0000{ 1,0000| 1,0000
17 0,6000| 1,0000{ 1,0000{ 1,0000| 1,0000
I8 0,7667| 21,0000/ 1,0000{ 1,0000| 1,0000

Indicadores C1 C2 | Suma P N-P

11 1,28 3,49 | 4,77 2,39 -0,53

12 0,84 3,49 | 4,33 2,17 -0,31

13 0,34 3,49 | 3,83 1,92 -0,06

14 0,34 1,83 | 2,17 1,09 0,77

15 0,52 1,83 | 2,36 1,18 0,67

16 0,73 3,49 | 4,22 2,11 -0,26

17 0,25 3,49 | 3,74 1,87 -0,02

18 0,73 3,49 | 4,22 2,11 -0,26

Suma 504 | 24,61| 29,65| 14,82
Puntos de corte | 0,63 3,08 N=1,85

Tabla : Determinacion de los puntos de corte
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